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SUR LES 



COURBES A TORSION CONSTANTE. 



INTRODUCTION. 

Le travail que nous présentons ici a pour objet l'étude des 
courbes à torsion constante, et principalement la recherche de 
celles qui sont algébriques et unicursales. A notre connaissance, 
aucune courbe algébrique à torsion constante n^a été signalée 
jusqu'ici. Nous avons donc cru intéressant de rechercher si de 
pareilles courbes existent. 

Nous avons pris pour point de départ de notre étude les for- 
mules connues de Serret et de Frenet, et nous en donnons d'a- 
bord une application simple qui conduit à l'hélice circulaire. Les 
formules de Serret, comme on sait, contiennent trois fonctions 
arbitraires, assujetties à rester sur une sphère de rayon i . II était 
donc tout naturel de chercher à y introduire les coordonnées sy- 
métriques de M. Bonnet. Grâce à l'introduction de ces dernières, 
nous arrivons à des formules simples qui ne contiennent que deux 
fonctions arbitraires d'un même paramètre variable et qui ne sont 
assujetties à aucune condition. De plus, ces deux fonctions ont 
été choisies de manière qu'elles soient imaginaires conjuguées 
pour les courbes réelles, algébriques pour les courbes algébriques 
et rationnelles pour les courbes unicursales. En établissant en- 
suite entre les deux fonctions une certaine relation arbitraire, 
L. I 



2 I. LYON. 



nous arrivons à des formules qui ne dépendent que d'une seule 
fonction arbitraire et qui donnent deux des coordonnées de la 
courbe sous forme finie. Une application très simple de ces for- 
mules nous conduit à une infinité de courbes à torsion constante 
qui ne dépendent que des fonctions algébriques et logarith- 
miques; entre autres, à Phélice ordinaire et à une cubique gauche 
rectifiable qui, comme Thélice ordinaire, a ses deux courbures 
constantes. Cette cubique ne dépend que d'un seul paramètre 
arbitraire. Plus tard, nous arrivons à une cubique plus générale 
qui jouit de la même propriété, et nous démontrons que Thélice 
ordinaire et la cubique dont nous parlons sont les deux seules 
courbes ayant leurs deux courbures constantes. (La démonstra- 
tion qu'on donne ordinairement pour prouver que l'hélice ordi- 
naire est la seule courbe jouissant de cette propriété ne tient pas 
compte du cas où l'indicatrice sphérique est une parabole, et 
c'est précisément dans ce cas qu'on trouve notre cubique.) 

£n remplaçant dans les formules générales les deux fonctions 
arbitraires par deux expressions imaginaires conjuguées, nous 
obtenons des formules- spéciales pour les courbes réelles et nous 
en donnons quelques applications. A la fin du Chapitre I, nous 
arrivons à l'objet principal de nos recherches, c'est-à-dire à la dé- 
termination des courbes unicursales à torsion constante. Nous 
avons vu que, pour ces courbes, les deux fonctions arbitraires 
doivent être rationnelles; et, en les remplaçant dans les formules 
générales par des fonctions rationnelles d'un même paramètre va- 
riable t, on arrive à trois intégrales de la forme / Tfr-^dt qui ont 

le même dénominateur à(t) de degré an et dont les numérateurs 
sont de degré (a/i — 2) au plus. Les coefficients de ces polynômes 
dépendent de (Sn-f- 2) indéterminées, qu'il s'agit de déterminer 
de façon que les trois intégrales soient algébriques. 

Dans le Chapitre II, nous cherchons les conditions auxquelles 
devront satisfaire les coefficients a et 6 de polynômes /(j:) et F{x) 

des degrés n et m pour que l'intégrale / ^7— ( dx soit algébrique. 

En supposant m <^ /i, ce qu'on peut toujours réaliser par la simple 
division algébrique, nous démontrons tout d'abord que m doit 
être au plus égal à (/i — 2) et que le nombre h des racines dis- 
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tinctes Aef{x) doit être au plus égal à (m + i). Si ces conditions 
sont satisfaites, les coedGcients At f{x) et F(^) devront encore 
satisfaire à (/i — i) conditions, qu'on obtiendra en exprimant que 
les racines dey(;r) sont toutes multiples et que les résidus de la 

fraction -77— sont nuls. Mais, pour les obtenir de cette manière, 
f{x) ' r ' 

il faudra connaître les racines àe f{x)^ ce qui est impossible en 
général. Une autre méthode, qui n'exige nullement la connais- 
sance de racines de/(^), nous conduit directement à ces {n — i) 
conditions entre les coefficients a et 6, et nous donne en même 
temps la valeur de l'intégrale si ces conditions sont satisfaites. 
Dans le Chapitre III, nous appliquons les résultats obtenus 

aux trois intégrales / -|-</^ auxquelles nous a conduit la recherche 

des courbes unicursales à torsion constante, et nous arrivons à 
(a/H- 2A — 3) conditions entre les (3/1 + 2) arbitraires dont dé- 
pendent ces intégrales, h étant le nombre des racines distinctes 
de i^. 

L'examen de ces formules générales pour n = 2 nous conduit à 
la cubique gauche dont nous parlions plus haut. Nous y donnons 
ensuite des formules spéciales pour quelques formes particulières 
de i/. 

Le cas le plus favorable, celui où if n'a* qu'une seule racine, 
nous conduit à une infinité de courbes de différents degrés, à tor- 
sion constante, unicursales et à coordonnées entières. Nous en 
donnons un exemple d'une courbe du cinquième ordre avec cinq 
paramètres arbitraires. Ces courbes jouissent d'une propriété re- 
marquable, à savoir : le polynôme T, qui détermine la dérivée de 

l'arc --r -=. y/T, au lieu d'être de degré 4(^ — i)? pour une courbe 

de degré (2/1 — i), se réduit au degré (2/1 — 2). 

A la fin de ce Chapitre, nous dégageons des formules générales 
le cas de courbes réelles, et nous donnons la forme analytique 
des coordonnées de ces courbes. Il résulte de cette forme que, si 
de telles courbes existent, elles seront nécessairement de degré 
pair et fermées. Nous examinons ensuite le cas le plus favorable, 
celui où i( n'a que deux racines distinctes, et nous ramenons le 
problème à la recherche des solutions réelles d'un système de 
(2/1 -f- 3) équations quadratiques entre (3/i -♦- 3) arbitraires. 
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Dans une Note additionnelle, nous prouvons que Thélice ordi- 
naire et la cubique signalée plus haut sont les deux seules courbes 
ayant leurs deux courbures constantes. 



CHAPITRE PREMIER. 

FORMULES GÉNÉRALES. — APPLICATIONS. 

i. Soient x,y, z les coordonnées rectangulaires d'une courbe 
C de l'espace, s l'arc de la courbe, x son rayon de torsion, a, a', 
a^^; b, b\ b"^ et c, (/, c" les cosinus directeurs de la tangente, de 
la normale principale et de la binormale. On aura, d'après les 
formules connues de Frenet et de Serret, 

- de 
as 

as 

ds' 



d'oii 



ou 



^ = a' = ô'c - c' 6 = ^ (c rfc* - c' de), 

-7- = a' = bc' — cb' = -r(c de — e de'), 
ds ds 



On aura donc, pour toute courbe C de l'espace, les égalités 

suivantes : 

dx-tic'dc'—c' de"), 

djr='z{e dcf — e' de ), 

dz = ^(c' de — c de'). 

Or, pour les courbes à torsion constante, t est constant, et, en 
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intégrant ces égalités, on aura les formules 

X ^z j (f dc^c de" y 
(0 l y ^'z î cdc' — (f de, 

^ = T / c' de — e de', 

où c, c', €? sont trois fonctions arbitraires d'un même paramètre 
variable, assujetties à satisfaire à la seule condition 

Ainsiy pour avoir des courbes à torsion constante, il suffit de 
prendre pour c, c\ c" trois fonctions quelconques satisfaisant à (2), 
et d'effectuer les quadratures indiquées. Ou bien, ce qui revient 
au même, on établira entre les quantités c, c', d' une certaine re- 
lation 

(3) /(c,c',c')=o. 

On pourra alors tirer deux quelconques de cBs quantités en 
fonction de la troisième, et l'on n'aura plus qu'à effectuer les 
quadratures indiquées pour avoir les courbes cherchées. 

Comme application, nous allons examiner le cas où la relation 
(3) est du premier degré. Il est facile de voir que dans ce cas la 
courbe sera en général une hélice circulaire. En effet, si l'on re- 
garde les quantités c^ cf e\. (f comme les coordonnées rectangu- 
laires d'un point de l'espace, les deux équations (2) et (3) repré- 
sentent une certaine courbe sphérique 7, intersection delà surface 
(3) avec la sphère (2). Cette courbe n'est autre chose que l'indi- 
catrice sphérique des binormales de la courbe C donnée par les 
équations (1). Or, si (3) est du premier degré, on aura un plan 
et l'indicatrice 9 sera en général un cercle, réel ou imaginaire 
d'ailleurs. Les binormales et, par suite, les tangentes à la courbe 
C feront donc un angle constant avec une certaine direction fixe, 
c'est-à-dire la courbe C sera une hélice tracée sur un cylindre, 
et, comme elle a sa torsion constante, le cylindre sera à base circu- 
laire. Si f est du premier degré et homogène, l'indicatrice <j des 
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binormales sera un grand cercle de la sphère (2). L'indicatrice ^ 
des tangentes se réduira alors à un point et l'hélice G à une droite. 
Réciproquement, si la courbe G est une hélice, Findicatrice g- sera 
un cercle, puisque, dans ce cas, les binormales feront un angle 
constant avec une certaine direction fixe et leur cône directeur 
sera à base circulaire. Ainsi, pour que la courbe G soit une hélice, 
il faut et il suffit que Téquation (3) représente une surface qui 
rencontre la sphère (2) suivant un cercle. On pourra donc tou- 
jours remplacer cette surface par un certain plan 

Ac-^Bc'-^Gc'-hD = 0, 

pourvu que l'on n'ait pas 

A«-t-B*-+-Cî=o. 

Pour ce cas, en effet, le plan sera parallèle à l'un des plans tan- 
gents au cône asymptote de la sphère et coupera, par conséquent, 
la sphère suivant une parabole. On verra plus tard que ce cas ré- 
pond à une cubique gauche ayant ses deux courbures constantes. 

2. On peut donner aux formules de Serret une autre forme 
plus commode dans les recherches particulières, en y remplaçant 
les trois fonctions c, (/ et C^ qui sont assujetties à satisfaire à la 
condition 

par deux fonctions complètement arbitraires. En effet, cette con- 
dition peut se mettre sous la forme 

(c -+- ic'){c— ic') = (1 4- c') (I — c')y 



^t en posant 

c-h ic' _ I -H c" _ 

I — C C — IC 



C — ic' l-h c' I 






I — c' c-hic' p 



COURBES A TORSION CO?)STÀNTE. 

on aura les formules de M. Ossian Bonnet 



I — aS 

c= j^, 

. iH- a3 

c = i ^, 

^ = û* 



Ces valeurs de c, c', c" satisferont toujours à la condition pré- 
cédente; et elles seront réelles pour les valeurs imaginaires con- 
juguées de a et de — ô* En les diflférentiant, on aura 



de 



(a-p)» 



d'où 



(et— p)» ' 

, . ,(pî-i)rf(z + (a»-i)é;p 



c't/c'— c'c'=i 



(a-p)» 



^^^ -c rfc= — — (^zTpyi ' 



c'rfc — c dc'= — '2 i 



. da^ 



(«-?)*' 



et les formules (i) nous donnent 



*. ma-i-P) 



ou bien, en remarquant que 



g«^a-4-aîrf3 



O \4 



(«-?) 






(a-fi)« - 






a-?)' 
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on aura les formules 






(4) 






z = 






OÙ a et p sont deux fonctions complètement arbitraires d'un même 
paramètre variable /, pourvu que cependant (a — p) soit différenl^ 
de zéro. Pour avoir des courbes à torsion constante, il suffira 
donc d'établir entre a et ^ une certaine relation 

(5) /{a,P)=o 

et d'effectuer les quadratures indiquées. Par exemple, si /(a, ^) 
est de la forme y(a — P), on aura 

a — p = const. = a. 

Les seconds membres de (4) s'intègrent alors immédiatement, et 
Ton aura la cubique gauche rectifiable 



(6) 









Abstraction faite des constantes qu'on peut toujours ajouter et 

du facteur d'homothétie — j* cette cubique ne dépend que d'un seul 

paramètre arbitraire a. Cette cubique, comme il est facile de le 
vérifier, a ses deux courbes constantes. 
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Géométriquement, a et ^ sont les paramètres des génératrices 
rectilignes de la sphère (2), et la relation (5) donnera Tindica- 
trice a- des binormales de la courbe G de l'espace. Pour la cu- 
bique (6), cette indicatrice sera une parabole. En effet, si Ton se 
reporte aux valeurs de c, c', c" en fonctions de a et p, on aura 

et la relation a — ^ = const. donnera bien la parabole 

cufi — 2(c -h ic') -h a = o, 
a(c — ic') — 2 = 0. 

Il est facile de voir que Ton aura encore la même cubique (6) 

si /(a, ^) est de la forme ç f ^ V En effet, les courbes (4) ne 

changent pas de forme lorsqu'on y permute les lettres a et p, ou 
bien quand on y remplace a et ^ par - et g* On voit alors que les 
relations 

çp(a,{J) = o, cp(p, a) = o, ?(;'î)=^' ^^ ^^(p'î)^^ 

correspondent toutes à la même courbe. 
Si dans les formules (4) on pose 

— i(«-+-P) = — » 



on arrive facilement aux formules simples 

/du 
- 

(7) I ir — 1> =z J - 



UUi 

dux 



T rudi 

IZ = " I 

aj I 



UUi 

u du\ — U\ du 



UUx 



qu'on pourrait d'ailleurs obtenir directement des formules (1) en 
L. 2 
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y faisant 

c' — ic 

— T— = Wi 



c 

c' -4- ic 



s — = «*l 
c 



Il est facile de voir que les fonctioDS arbitraires u et u^ qui 
figurent dans les formules (7) doivent être imaginaires conjuguées 
pour les courbes réelles et peuvent toujours être supposées algé- 
briques pour les courbes algébriques, et rationnelles pour les 
courbes unicursales. 

Pour se servir des formules (7), il faudra prendre pour u et u^ 
deux fonctions quelconques d'un même paramètre variable, ou 
bien, ce qui revient au même, il faudra établir entre ces quantités 
une certaine relation 

(8) /(a, Mi) = o. 

Pour les courbes réelles, u et U\ doivent être imaginaires con- 
juguées; or, si dans (8) on remplace u et U\ par deux expressions 
imaginaires conjuguées, on aura, en général, deux relations entre 
les quantités réelles; il faudra donc que f soit d'une forme toute 
particulière, de sorte qu'en y remplaçant u et Wj par deux expres- 
sions imaginaires conjuguées y = o se réduise à une seule relation 
entre des quantités réelles. Par exemple, si /(w, ««) est de la 
forme ^{uu\ ), on aura alors 

uu\ = const. = a. 

Les seconds membres de (7) s'intègrent immédiatement et nous 
donnent la courbe 

a? -4- t V = M, 

ax I 

X — ly — y 

•^ i-ha u 

. ax , 
qui est une hélice tracée sur un cylindre circulaire. On aura, en 
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effet, 

a?*-4-y' = «( — - — ) • 

•^ \i-ha/ 

Si maintenant on remplace dans f u et U\ par /'(cosa)4- fsinco) 
et r(cosa) — e sinco), on n*aura qu'une seule relation H = const. 
entre des quantités réelles. On aura alors Thélice réelle 

r 
X = 1 X cosco, 

r 
y = r T sin u), 

r 

z = x(j> r 

I -r r* 

On peut mettre la relation (8) sous la forme 

(9) _!f!_+ç"-('i) = o, 

^" désignant une fonction arbitraire quelconque ; et, en posant 



I 



on pourra tirer u et i/| eu fonction de v et de 9'"(^). On trouve 
alors 

du 



I H-«Mt 






= rflogçp^Cp) — 2P<p'"(p)rfp; 



1+ UUx 

et les formules (7) donneront 

/ X -^ iy =. xîp''(t>), 

5 — -iX log©"'(p)H-2<p'(c) — af'9''(i') j. 
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(II) 



Dans ces formules, on n*a qii^un seul terme à intégrer, tous les 
autres termes étant donnés sous forme finie. Pour chaque forme 
particulière attribuée à 9(^), on aura des courbes à torsion con- 
stante en intégrant le terme unique /prflog'y(i>). Ainsi, si Ton 

prend pour ^(v) une fonction rationnelle quelconque de t^, l'inlé- 
gration de ce terme se fera complètement par des fonctions algé- 
briques et logarithmiques. On obtiendra ainsi une infinité de 
courbes à torsion constante, dont les coordonnées seront des fonc- 
tions algébriques et logarithmiques de ç. 
Par exemple, pour 

les formules (lo) nous donnent les courbes 

z =i — I n\oev p»-t-ï_|_ Kj 1 . 

2 L ^ n-hi J 

Pour /z = o, on aura la cubique gauche rectifiable 

a- H- «y = X [ A p -h Kl ], 

z=- r-Ap»-t-K,l. 

Il est facile de voir que cette cubique ne diffère de la cubique 
(()) que parle choix du paramètre variable v. 

Pour n= — I, — 2, — 3 les formules (i i) deviennent illu- 
soires; et, en examinant ces trois cas à part, on trouve facilement 
les courbes suivantes : 

Pour n = — I, 

is = x{A» ■+■ -logv). 
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Pour n = — 2, 

(X -h iy = — T A - > 

'x — t^ = x(A-hi)p, 

z = — tx(A -Hi)logi^. 

C'est une hélice ordinaire. On aura, en effet, 



dz _ / A -4- I 

rf* "" V 2 A -+- 1 



ari -1-^1 =_ A (A ^- i)t*. 



Pour /? = — 3, 



1 . I 

X -h ly = tA — > 



(i4) '^ a?— «y = 'u(a«' -+- A logi'), 

-5 = IT (2A log P \ • 

Pour les courbes réelles, il faudra remplacer v par une certaine 
expression imaginaire. Les formules (10) seront alors de la forme 

a?-f- 1^ = X H- iXi, 

X — iy z=\' -^ iX'j , 

^ = Xf-i- iX',. 

les X étant des fonctions réelles d'un même paramètre variable. On 
voit que, pour les courbes réelles, il faudra prendre pour la fonc- 
tion <p(^) une forme telle que l'on ait 

( X = X', 
(i5) X, =-X',. 

( x; = o. 

Si ces conditions sont satisfaites, la courbe sera réelle, et ses 
coordonnées seront données par 

a? = X, 
z = Xj. 



1 
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Par exemple, soit 

«p(p) = Ai>logy. 

En différentiant trois fois et eo portant dans ( lo), on aura 

j: -h i y = X A - > 

X — iy — t(i — A)*', 

^ == — jt(i — A) loge. 

C'est la courbe (i3). Si maintenant on y remplace v par l'expres- 
sion imaginaire r(cosci> + £ sino)), on aura 

tA 

X -Jt- iy =^ — (cosw — e sino)), 

X — iy = z(i — A)r(cos(i} -f- 1 sinti)), 
z = t(i — A)a) — tx(i — A) logr. 

Les trois conditions (i5) se réduisent ici aux deux suivantes : 

I — A 

(i — A)logrrr o, 

qui sont satisfaites pour r = i , A = ^ ; on aura alors l'hélice 
réelle 

I 

37= -TCOSd), 

2 

I 

I 

z = - TU). 

2 

3. On a vu que, pour les courbes réelles, les fonctions u et i/|, 
dans les formules (7), doivent être imaginaires conjuguées. Si 
donc on pose 

u = Ç -4- t7) = r(cosu) -H isinio), 

1*1 = { — 17) = r(cosu>— tsino)), 
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on aura pour les courbes réelles les formules suivantes : 

'drcosit) 



^ = ^fjr^,=-f 



r'-t- I 



(16) 



dr\ f*drsin(s} 






— TU), 



où i et 7| sont des fonctions réelles, d'ailleurs tout à fait arbi- 
traires, d'un même paramètre variable t. A chaque courbe C, à 
torsion constante, correspondra une certaine relation 

(17) /($,'î) = o [ou/(r, (d) = o] 

entre les quantités Ç et y|. Si Ton regarde Ç et t) comme les coor- 
données rectangulaires d'un point du plan, la relation (17) repré- 
sente une certaine courbe ^ ; et il est facile de voir que cette 
courbe a- et la projection s^ sur le plan des xy de la courbe (16) 
se correspondent de telle manière que les arcs infiniment petits 
sont proportionnels et les tangentes aux points correspondants 
sont parallèles et de même sens. 

Les formules (16) nous donnent en effet 

dS\ = r- d^, 

dy__ di\ 
dx d\ 

Ces considérations géométriques peuvent être utiles dans cer- 
tains cas, et quelquefois elles nous permettent même de prévoir 
la solution sans effectuer les intégrations. Par exemple, si (17) 
présente une droite, la projection S\ sera aussi une droite et la 
courbe de l'espace C sera plane. Si (17) est un cercle ayant l'ori- 
gine pour centre, la projection 5|, comme il est facile de voir, sera 
aussi un cercle et la courbe C sera tracée sur un cylindre à base 
circulaire. On verra, en effet, que, dans ce cas, la courbe C est 
une hélice ordinaire. Nous allons d'ailleurs, comme application 
des formules (16), examiner le cas général où la courbe (x est un 
cercle quelconque. La relation (17) sera alors de la forme 



l6 . I. LTON. 

Si de cette équation on tire r\ en fonction de Ç et qu'on porte 
sa valeur dans (i6), on n^aura que des radicaux du second degré, 
et les intégrations s'effectueront complètement par des fonctions 
algébriques et logarithmiques; en sorte qu'on aura les coordon- 
nées x,y, z en termes finis. Seulement les calculs seraient très 
longs, et Ton arrive plus vite au résultat en introduisant l'angle 
au centre ç. On aura, en effet, 

Ç = a -j- ccoscp, 

Y) = 6 -h csinç; 

d'où 

5' H- T,*-+- 1 = a* -h 6*H- c*-h I -h 2c(a coscp -+- b sincp), 

d^ = — csinodtff 

dr^ = c cos^dq, 

T,d^ — ^dr^ = — c[a cosç ■+■ b sinç -H c]do. 

Et en portant dans (i6), on aura 

/sino d9 
« ' 
a' H- 6* -i- c* -H I -h 2c(acoscp -+- 6 sino) 

y= ^c f cos<^d^ '_^ 

J «*-^ ^*-+- c*-+-i -+- 2c(a cos<p -4- é> sinç) 

/(acoscp H- ô sincp -H c)<fç 
a* -+- 6* -h c* -4- 1 -h 2 c ( a cos ç -h 6 sin ç ) 



Si le cercle <t a l'origine pour centre, on aura a == 6 = o, et la 
courbe C sera une hélice 



X = 



: cosç, 



T C 

r= rsinq>, 

TC 



Supposons maintenant a et 6 différents de zéro et faisons 
tourner le plan xOy autour de l'axe Os d'un angle a dont la tan- 
gente trigonométrique est égale à -• L'axe Ox' passera par le 
centre de o-, et l'on aura pour les nouvelles coordonnées x\ y^ z' 
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de C les valeurs suivantes 



sincp' ûfcp 



-+- C*-|-l H- 2C0 coscp' 






, r coscp' rf(p 

* ,/ 8*H- c*-f- 1 -+- 2CÛ coscp 

/(c-H ô coscp') ûf©' 
Ô*-+- C*-f-I •+- 2 coscp' 

OÙ Ton a fait, pour abréger, 



o — a = cp', 



a' -4- 6*= o', 8 — distance du centre à l'origine. 

On obtient directement ces valeurs pour les coordonnées de C 
en prenant pour o- un cercle ayant son centre sur Qx, 

Il est d'ailleurs facile de voir qu'en général, si deux formes dif- 
férentes de la relation (17) présentent deux courbes <t et o-' qui ne 
diffèrent que par une rotation autour de l'origine, les formules (16) 
donneront deux courbes C et C qui ne différeront aussi que par 
une rotation autour de O^. En effet, soient r, (o et r', (o' les coor- 
données polaires de cr et o-'; et, comme elles ne diffèrent que par 
une rotation autour de Torigine, on aura 

r'= r, 0)'= tu -h a, 

de sorte que les deux courbes correspondantes C et CI seront don- 
nées par 

rdr 
X •= 1 \ — 



' dr cosa> 



r^ 



dr sintû 



/arsincj 



r* rf(o 



et 



rfrcos(to -ha) 



/arcos(to 

I -h /•* 

/<irsin(w -1- a) 
— T 



r' dta 



L. 



*> 
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^i de cette équation on lire v\ en fonction de Ç et qu'on porte 

^-aleur dans (i6), on n'aura que des radicaux du second degré, 

j es intégrations s'effectueront complètement par des fonctions 

^^t>riques et logarithmiques; en sorte qu'on anra tes coordo- 



^^^* 



x,y, 3 en termes finis. Seulement les calculs seraient très 



^s, et l'on arrive plus vile au résultat en introduisant l'angle 
centre f. On aura, en effet, 

Ç'-F r,'-M z= «1+ 6»+ c'-i- t -t- ac(aco»o + 6 sino), 
dE = — csinorfç, 

r,rfî — Erfi) = — c[a cosif-+- A sin 7 + c](fo. 



lit en portant dans (i6), on aura 

^^_ r sinodo 



i-ac(ocos.ii-i-6sin(p) 

a = — ,c f (ocosç-t-ftsino + cW? _ 

J a'-t-6> + c>-Hn-ac(acosi?-i-6sinç)* 

Si le cercle o- a l'origine pour centre, on aura o = 6 — c 
courbe C sera une hélice 



uppo 



Supi 
tourner 1 
sente tri 
centre d« 



at C ic> 



M) 



'•L - :ii i !*-•- ?•'•* 






«.H ■tîilrî!!. L-* .açï 



I f^ 



1 •. 



s: nt î« 






, sans compter 

mothétie. Pour 

i) lires à c et 0, 

«iistruire par ses 

.-i, pour = 2 el 

'le Iranslalion et le 



D* ^CT 



> { 



lonnenl 



coscp ,, 



^.''l) 
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On voil bien que c'est la même courbe tournée d*un angle a 
autour de Taxe O:;. Cette remarque permet presque toujours de 
simplifier la relation (17). Par exemple, dans le cas que nous exa- 
minons maintenant, la relation 

peut être remplacée, en vertu de la remarque précédente, par 

On aura alors 

f = -h c coso, 

r^ = c sincp, 

d^ = — c sino ûfo, 
dr\ = c cosçp d/cp, 
Tj û?5 — 5^7) = — c{c -h 8 cos«p)c?© ; 

et en portant dans (iC), on aura immédiatement les valeurs pré- 
cédemment trouvées 



/sino cf<p 
0*-+- c' -1-1 -r- 20 



ÔC COSCP 



/cos o do 
Ji ; ' — 



Z ^ — ZC I t: ^ 



2 (?c cos o 

t 

( c -f- 8 cos cp ) <f o 



2 ÔC cosçp 



Comme on a 



sinorfcp 



Kz i ' — -^ = F alog(S*4-c*-f-i-h 2SCCOSÇ), 

02_i- c*-M-f- 2 OCCOSÇ) 2C0 '^^ ^ 

cos<prfp _ I / 8*-+-c*-hi \ , 

o*H- c*-}- 1 -f- 2 8ccos?p ~ 2 8c \ s* -h c* H- i -H 2 8c cos cp/ ^' 



rfcp 2 



o«-i-c«-Hi-i-2occos<p y/(8i4.c«-hi4-a8c)(8»-i-c»-Hi — 28c) 



, , /8*-+-c*-+-i — 20c ç 

X flfarctangl/ ç- sr- tang-i-> 

®V 8»-f- c*-Hi 4- 28c ®2 
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les valeurs des coordonnées x,y^ z de la courbe C seront 

ar = — ^ loff(8*-f- c*-+-n- 2 8c coscp), 

__ T I" 0* H- r2 -h I 1 

T r $î_-cî-^i ,"| 

- = — - I Cp - .^==:^:^==^ y , 

'-* L /(0*-Hc2-MH-'2ÛC)(02-t-C^-hI — 2ÛC) I 

9 et d> étant liés par la relation 






C^-\-\ — 'X Of o 



• Cette courbe dépend de deux paramètres c et S, sans compter 
les constantes de translation et le facteur d'homothétie. Pour 
chaque système des valeurs particulières attribuées à c et o, 
on aura une courbe déterminée qu'on pourra construire par ses 
projections sur les plans des coordonnées. Ainsi, pour o = 2 et 

c = y/2, on aura, en supprimant les constantes de translation et le 
facteur d'homothélie, la courbe déterminée 

t I ' 






qu'il serait aisé de construire. 

Pour 82+ 1 — c^= o, les formules (18) donnent 



(10) 



^= -^log ( ^i h coso 1, 

•2 ** \ ' ' ' 

T 

Z = © 

2 *' 

lancr-!- = : Iqtiîî 1 , 

^2 a_^/, ^a^ ""^ 
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Le z de la courbe est donc proportlonDel à Tangle o. Cette 
courbe ne dépend que d'un seul paramètre 3. Pour o = t= i on 
aura, en changeant la direction de 0-3, la courbe suivante : 



(21) 



l j* = -Iog(/a H- cosas), 

j y = z — yf^. arc tang — tang^, 

\ I-h v^ 



qu'on pourra faciLement construire. 

4. Formules pour les courbes unicur sales à torsion con- 
stante, — Revenons aux formules générales 

r du 

X -^ly 



( 7 ) { x — iy 






UUi 



dui 



___ t*: r Uid 



UUi 

Uidu — u dux 



UUi 



OÙ u et Ui sont deux fonctions complètement arbitraires d'un même 
paramètre variable t. Pour les courbes unicursales, comme nous 
avons vu, les fonctions u et Ui doivent être algébriques et ration- 
nelles; et l'on pourra toujours les mettre sous la forme 



A 

B 



"l=-g, 



A, B, C étant des polynômes entiers en t et n'ayant pas des fac- 
teurs communs. En portant ces valeurs de « et w, dans (7), on 
aura les formules suivantes : 

(^•0 ' x-^iy= zj ^^_j^, dt, 

IX r CA' — AC , 

Z — — I —r-rr^ r— - dt. 

1 J AG — B2 
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Ainsi, si les courbes iinicursales à torsion constante existent, 
elles seront données toutes par ces formules en y prenant pour 
A, B, C trois polynômes entiers n'ayant pas des facteurs com- 
muns. D'ailleurs, il est évident que, sans restreindre la généralité 
de ces formules, nous pouvons supposer les polynômes A, B, C 
tous trois complets et de même degré n. Ils seront alors de la 
forme 

p = n 

p = 
p = n 

p = n 
G= 2 CptP=/(c,t), 
p = 



d'où 



Si l'on remplace / par une expression linéaire quelconque de la 
forme -r; — 1> on aura pour u et u, des expressions de la même 
forme 

„- /(<^'' '') 

et Ton voit que les seconds membres de (22) conserveront aussi 
leurs formes par rapport à la nouvelle variable t' et les nouveaux, 
coefficients a , 6', c'. Cette remarque nous permet d'introduire, 
dans ces formules, de nouvelles arbitraires dont on pourra dis- 
poser pour simplifier leur expression. 

Dans le cas particulier où l'on remplace / par -, , les nouveaux 

coefficients a'^ b\ d s'obtiennent en permutant les indices p et 
(n — p) des lettres rz, 6, c. On voit alors que le changement de t 
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en - et la permutation des indices p et {n — /)) de coefficients 

revient au même, de sorte que, non seulement la forme, mais les 
valeurs des coefficients ne changent pas, si Ton remplace t par 

- et que l'on permute en même temps les indices p et {n — /?) de 

a^ 6, c. 

En se reportant aux expressions de A, B, C, on trouve facile- 
ment 

AB'-BA'= 2 «'-•2^'"""^^^''''*'-'" 

1 = 1 ^=0 

i=în — l p = i 

BC'-CB'= 2 ''-•2('~*^)*'''''-'" 

1 = 1 ;7 = 

1 = 1/1 — 1 ji=.i 

1 = 1 p = 

j = 2n P~* 

B«-AC= _2 «' ^(hpbi-f-apci-p), 

1=0 p = 

t 

où les indices des lettres a, 6, c ne peuvent pas dépasser le nom- 
bre /i. Si donc on pose 

i = lit — 1 p=zi 

(23) < '-' ''=• 

^ ' ^ i=tn p = i 

1=0 p=0 

les formules (22) deviennent 
Il est facile de voir que ces formules sont absolument générales 



COURBES À TORSION CONSTANTE. 23 

et que les différents cas des polynômes A, B, C s'en déduisent en 
particularisant les coefficients indéterminés a, &, c. Ces dernières 
sont au nombre de (3n-f-2); mais le nombre des arbitraires 
utiles dans la question est en réalité plus petit, et, comme on 
verra, on peut toujours le réduire de quelques unités par la trans- 
formation linéaire de t qui, comme nous avons vu, ne change pas 
la forme de nos formules. A part quelques restrictions que nous 
allons indiquer, les coefficients a, 6, c sont complètement arbi- 
traires. Nous exclurons d'abord le cas où Tun des polynômes 
A, B, G se réduit à zéro, et celui où deux de ces polynômes se 
réduisent à des constantes ^ car alors Tun des trois polynômes f 
sera nul et les courbes seront planes. De même on aura des courbes 
planes, si entre les polynômes ç existe une relation linéaire et 
homogène. Puis, on voit que l'on ne pourra pas attribuer à ces 
coefficients des valeurs qui rendent les polynômes A, B, C divi- 
sibles par une même quantité, puisque, par hypothèse, ces poly- 
nômes n'ont pas de facteurs communs. Ainsi, les trois quantités 
^0, 60, Co ne peuvent pas être nulles toutes à la fois, puisque ces 
valeurs rendent les polynômes A, B, G divisibles par t. Enfin on 
voit que les trois coefficients «„, 6,1, Cn ne peuvent pas non plus 
être nuls à la fois ; car les polynômes A, B, G ne seraient plus de 
degré n. Ges restrictions faites, les coefficients a, 6, c sont com- 
plètement arbitraires, et il s'agit de les déterminer de manière 
que les trois intégrales (24) soient algébriques. Ges intégrales 
sont de la forme 



/ 



1*. 



ij/ et <p étant des polynômes entiers en t respectivement des degrés 
an et (2/1 — 2). Nous sommes donc ainsi ramenés à chercher les 
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une différentielle ra- 
tionnelle s'intègre algébriquement. 
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CHAPITRE IL 

SUR LES INTÉGRALES ALGÉBRIQUES DES DIFFÉRENTIELLES 

RATIONNELLES. 

o. Soient F{x) el/(x) deux polynômes entiers respectivemenl 
de degrés m et ai, à coefficients indéterminés et par suite irréduc- 
tibles. Nous allons chercher les conditions auxquelles devront sa- 
tisfaire les coefficients de ces polynômes pour que la valeur de 
rintégrale 



im^ 



soit algébrique. On voit tout d'abord que Je polynôme /(:r) doit 
avoir toutes ses racines multiples, c'est-à-dire /(j?) doit être de la 

forme 

i = h 

(2) /(a7)=aj^(a?— a/)«i, 



1 = 1 



les n étant des nombres entiers plus grands que Tunité. Cette 
égalité équivaut à (n — h) conditions distinctes entre les n 

coefficients de f{x). Si maintenant on décompose -fj—^ en frac- 
tions simples, cette fraction sera de la forme 



¥{x) A\ a; a; 

^ ^ —-. r -h -. î— — -h... H- '. 



n, 



f(x) (a: — cri) (^ — a,)« (a: — a,)«. 

(3) 

A? A$ AJ,, 

{x — OLh) (x — a/t)^ "' (a; — aA)"/» 

en supposant que le degré de F{x) est inférieur à celui de f{x). 
D'ailleurs, si le degré de F{x) est supérieur à celui de /(a?),Ma 
simple division algébrique nous donnera 

■ 

le degré de F\{x) étant inférieur à celui de f{x), et nous n'au- 
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rons plus à nous occuper que de la fraction -^ qui est de la 

forme (3). 

On voit que, pour que Tintégrale (i) soit algébrique, il faut el 
il suffit que Ton ait 

(4) A*| = o (i = ij'Àj. , Ji). 

Les coefficients de F(a:) et de /(x) devront donc satisfaire aux 
conditions (4) dont le nombre h est égal au nombre des racines 
distinctes de /(x). On aura donc en tout n conditions entre les 
(m-h/j) coefficients de F(j") et /(x)^ à savoir : les {n — h) 
conditions (2) entre les coefficients de/(jc) seulement et les h con- 
ditions (4) entre les coefficients de F(:r) et de/(x). On voit par 
là que, quel que soit le polynôme F(x), on pourra toujours dé- 
terminer les n coefficients de /(x), de manière que les condi- 
tions (2) et (4) soient satisfaites, c'est-à-dire que l'intégrale (1) 
soit algébrique ; et ceci d'autant de manières différentes qu'il y a 
de solutions en nombres entiers et positifs pour les quantités p 
du système d'équations 



(5) 



/? = I, 2, . . . — I 



en désignant par {pi-i- 2) le degré de multiplicité de la racine oii 
de/(x) et par n' le nombre n ou (n — 1) selon que n est pair ou 
impair. jNous allons cependant voir que le polynôme F(^) n'est 
pas tout à fait arbitraire et qu'il est assujetti à certaines restric- 
tions. En effet, si dans le second membre de (3) on réduit au 
même dénominateur toutes les fractions simples, pour les ajouter 

et recomposer la fraction -^ — ;» o" voit facilement que le coeffi- 



i=h 



cient de :r"~* dans F{x) doit être la somme 2^'< ^"* ^^^ nulle 

1=1 
en vertu de (4). Ainsi, le degré m de V{x) sera donc au plus égal à 

[n — 2). Ceci étant, la somme ^ A'^ sera identiquement nulle et 



< = i 



les h conditions (4) se réduiront à (A — i) conditions distinctes*, 

et, comme ces conditions sont linéaires par rapport aux m coeffî- 

L. 4 
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cienls de F(a:), on voit que m doit être au moins égal à (/r — i). 
Ainsi, pour que l'intégrale (i) soit algébrique, il faut que le degré 
m de F(j:) satisfasse aux inégalités 

l m'in — 2, 
( m^h — i. 

Par exemple, pour m = o^ on devra avoir A == i ; et l'on voit 
que, pour que l'intégrale 



s. 



soit algébrique, il faut et il suffit quey(x) soit de la forme 

A étant une constante quelconque. 

Ainsi, pour que l'intégrale (i) soit algébrique, il faut tout d'a- 
bord que le degré m de F (x) satisfasse aux conditions (6), et puis 
les coefficients de y(j:) et F(a?) devront satisfaire à (n — i) condi- 
tions données par (2) et (4). Ces résultats purement théoriques 
ne sont malheureusement pas applicables dans la pratique, puis- 
qu'ils exigent la connaissance des racines dey(^). Nous allons 
donc appliquer une autre méthode qui n'exige pas la connaissance 
des racines de/(^) et qui nous mène directement à (/i — 1) con- 
ditions entre les coefficients de /(^) et F(j;). 

6. Il est facile de voir que, si l'intégrale (i) est algébrique, sa 
valeur sera de la forme 



/ 






'v(jr) étant un polynôme entier du degré {m -\- 1) admettant 
comme racines simples toutes les racines de /{jc)- (^ette forme 
de rintégrale nous montre tout d'abord que {m -f- 1) doit être au 
moins égal au nombre des racines Ae f{x). C'est la seconde con- 
dition (o) que nous avons déjà démontrée autrement. Soient 
maintenant ¥^{x) et F,(x) deux polynômes de degrés aw, et mo. 
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Si les intégrales 

sont algébriques, leurs valeurs seront de la forme 

«,(d^) et 'f2(«^) étant respectivement des degrés (m|-f-i) et 
(/Wj-h-i), et admettant toutes les h racines de f{jc). Donc, si 
F, (r) et F,(j:) sont tous les deux du degré {h — i), les poly- 
nômes '^1 et 02 ne pourront différer que par un facteur constant ; 
et Ton aura alors 

I,= AI,, d'où Fj = AF,. 

On voit que, dans ce cas, le polynôme F(^) est complètement 
déterminé. 

En diflérentiant les deux membres de l'égalité (7), on aura 

f{x) - p{x) 

d'où 

(8) f{x) ¥{X) rr=f(x) ^'{X) - ^{x)f'{x\ 

Les polynômes /(a:), F(j:) et cp(x) sont de la forme 



/(^)=2«/'^""^ 



p = m 



F(^) = 2 ^z'-^"""''' 



p = 
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el Ton aura 



t xm-i- n p SI i 



/ = p — 

f{x) «p'(x) - ^{x)J'{x) = 2 ^//M »-/ 2(,n — n -h 1 — « -i- ip)apCi,^p, 



1 = p —Q 



OÙ les indices des lettres «, 6, c ne doivent pas dépasser respecti- 
vement les nombres /i, m et m H- i. L'égalité (8) donnera alors 



iz=m-i-n P = i 



X j./n-»-«~/ ^^ [ bj-p H- (/I — /n — I-h i — 2/>)C/-p]ap= O, 



1=0 p — 



et en égalant à zéro les coefficients des différentes puissances de x, 
on aura les (m + /?-+- i) relations suivantes : 



p 



I 



(9) 7, [ ^/-yi 4- (/i - m — i-h i— 2/?) C/-/, ] g^ = o (i = o, i, '2,..., w-h w), 



/' 



=0 



entre les trois groupes des coefficients rf, b et c. Elles sont homo- 
gènes et bilinéalres par rapport aux quantités a d'une part et aux 
quantités b el c d'autre part. On pourra donc facilement éliminer 
les (ni -j- 'a) coefficients c de 'f (^), et Ton aura les {n — 1) con- 
ditions cherchées entre les coefficients a el b de /(x) cl de F(x). 
Posons, pour abréger Fécrilurc, 



= I 



p = 

y, (^p bi-p = — Si, 

/. = 

n — m — I = A: 2 I ; 

les (w -h 2) premières relations (9) donneront alors 

Z'^'oCo — Sq. 

(Â- — i;aiCo-f-(,/i-hJ)aoCi * ^ S,, 

( A' — 2 ) <7î Co H- /.V7| c, -h ( ^ -H 2 ) ao cj - S», 

(X — <7)ayC-o-t-(X — <7 H- 2)a^-iCi-4-. . .H- (A- -h 7 — 2 ) a, c^^-, -+- (X-h 7)^0^^-= S,,, 
* ••• .•••..•« 

{k— m—\) a„n-, Co-h(A— //i-i- 1 ) a^ c'i -h . . . -h(A-f-m— i ) a^ c,,,-}- (Xr-+-w-+- 1 ) ^o ^m-»-i ~ S,„-h., , 
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C'est un système de (m 4- 2) équations linéaires et réduites à 
Ja forme classique. Elles sont donc distinctes et déterminent les 
(m-H'^.) coefficients c de <J>(^). Si l'on ne considère que les 
(/y-h i) premières équations, le déterminant A des coefficients 
oe Cq^ C\ y • • • j Cq sera 



A = 



(A:— i)rt| (AM-i)att o 



o 




k—q)aq i^k—q -\-i)aq..x ... {k -^ q)a^ 



= Ar(A:-j-i) ... (A- -h (7)^7+1^ 



qui est bien différent de zéro ; et, en désignant par Ao , A| , . . . , A^ 
les coefficients des éléments de la dernière colonne dans le déve- 
loppement de A, on aura pour Cq la valeur suivante : 



/ X AoS-i-A|Si 

(10) C,,=: — 



A.q ô<y 



r=q 

2 A'-S'- 



r = 



k{k H- I) . . . (k-hq)a'i*-^ k{k-^i) ... (A- -h ç' ja^* 

en fonction des a et b. Si l'on y fait y == o, i , ...,(//? + i), on 
aura tous les coefficients c de 0(0:); et, en portant leurs valeurs 
dans les (n — i) dernières relations (9), on aura les (// — i) con- 
ditions suivantes : 



(M) 



p=i r q=p 



7=0 
t =: m -h 2 , /n -h 3 , . . . , m H- /i 



entre les coefficients a et h de polynômes /"(x) et F(j:). Pour 
chaque système de valeurs des coefficients a et h satisfaisant au\ 
conditions (i i), l'intégrale (i) sera algébrique, et en même temps 
la formule (10) donnera la valeur de cette intégrale. 

Comme application de ces formules, nous allons considérer le 
cas de m z= o. On aura alors 



o(x) = CqX -+- Cl. 
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et les formules (9) donneront les (/i + i) relations suivantes : 
[6o-l-(/i — i — i)co]ai-\-{n — i-4-i) a/_t Cj = o ( i = o , i , . . . , n). 

Les deux premières seront 

bo-^(n^ i)cq — o, 

[bo -\-{n — a)co]ai ■+- naaCi = o. 

Elles déterminent Cq et c< 

1 , a, 

Cl = ; Oq , 

n{n—'i) ao 



d'où 



o(x) = ^ (x-h 






et, en portant leurs valeurs dans les (n — i) dernières, on aura la 
formule récurrente très simple 

n — i-hï ai 

ai— T- —«1-1 (^ = 2,3,..., n) 

m ciq 

qui lie deux coefficients consécutifs quelconques de/(^). On en 
tire facilement 



cti n / cil \ 
Uq ~ i\ nao ) ' 

^ /i(/i — i) / ai y 

1.2 \nao/ 



a% 

«0 



d^Oli 



«3 _ n(/i — i)(/i — a) / «t y 
ao 1.2.3 ynaQ/ 

î 

ai __ /i(n — i)...(/i— iH-i) / fli y 
«0 1.2.3...* \ nao / 

j 

ao \ nao / 
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c'est-à-dire que les conditions précédentes expriment simplement 

que f{x) doit avoir toutes ses racines égales à • On arrive 

plus vite au résultat en remarquant que, d*après (6), /(x) ne peut 
avoir qu'une seule racine ; et, comme cette racine doit être celle 

de o(x)= —Ix 4- — )> on aura/(a;)= aolx -h — ] -En 

développant le second membre et égalant les coefficients des 
mêmes puissances, on aura les valeurs de aa, as, ..., an précédem- 
ment trouvées. 

Nous avons supposé les polynômes F(x) et/(j:) irréductibles ; 
mais il est facile de voir que Tégalité (8), et par suite toutes les 
formules que nous en avons déduites, subsistent encore lorsque 
F(jc) et /(x) admettent un facteur commun quelconque P de 
degré /? ; et ce cas sera compris dans nos formules comme un cas 
particulier. Seulement, si le facteur commun P est donné, les 
deux membres de (8) contiennent explicitement le facteur P*, et, en 
le supprimant, on aura ip relations de moins à étudier. En géné- 
ral, nos formules s^appliquent à tous les cas et quelle que soit la 
forme sous laquelle les polynômes F(j:) et /(^) sont donnés. 
Mais il n'est pas toujours nécessaire de les appliquer sous leur 
forme générale, et dans certains cas elles peuvent être simplifiées. 
Ainsi, si/'(j:) est donné sous la forme 

f{x) = (ar — «i )«i {x — «,)«.. . ,{x — «a)"*, 
le polynôme f (^) sera de la forme 

A(x) étant un polynôme de degré (m -t- i — A). Les deux mem- 
bres de Tégalité (8) seront alors divisibles par/(x); de sorte que 
cette égalité prendra la forme 

(12) F(a7):-P4/'(x)-^;(a:)Q, 

où Ton désigne par P et Q les polynômes entiers 

P — (x — ai)(a7 — a,)...(a-— a/i), 

\^ - ai X - rkhl 
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Celle égalité ne nous conduit qu'à (m 4- i) relations entre les 
coefficients de F(a?)et de 'J^(^), et les racines de f{x)\ et Ton 
n'aura à éliminer que les (m H- i — h) coefficients de ^.(^), après 
quoi il en restera (A — i) conditions entre les racines de f{x) et 
les coefficients de F(a:). 

Si l'on a, de plus, /i| = /ij = . . . = /i^, c'est-à-dire si f{x) est 
de la forme 

on aura Q =(A- — i)P' et l'égalité (12) deviendra 
Si l'on met les polynômes P, F et ij/ sous la forme 



p = 


= ^ apXP, 

p = 


F(:r) = 


p ~m 




p = 


^{x) = 


2 C;,J7/', 



p = 

l'égalité précédente donnera 



iszm r~ p = i-+-l ~l 

^ ^' f^i— 2 ( i -h I — Xy?) a,,bi^i-p = o; 

1=0 L ^=0 J 

et, en égalant à zéro les coefficients des différentes puissances 
de x^ on aura les (m -+- 1) relations suivantes 



p=i 



(i4) ^{i -h i — kp)apCi+i-p= b/ (/ = o, 1, "2, ..., /7î), 

entre les coefficients a, b et c. Elles sont beaucoup plus simples 
que les relations (9). 

Comme application nous allons examiner le cas de // = 2. Le 
polynôme P sera alors de la forme 

P=(:r-a)(.r-3), 
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et, comme a et ^, par hjpothèse, sont distincts, on pourra toujours 
par une transformation linéaire le ramener à la forme 

On aura alors «o = i , «i == o , «a = ' î et, en portant ces valeurs 
dans (14)7 on aura les (m -f- i) relations suivantes 

(i-i-i) C/-H1 -I- ( « -H 1 — '2 A) C/-1 = 6/ ( e = o, I , . . . , m ), 

pour déterminer les m coefficients Co, Ci, . . ., c,„_i ; et, en les éli- 
minant, on aura une relation de condition entre les coefficients h. 

Dans ce système d'équations, les inconnues c d'indices pairs 
et d'indices impairs sont complètement séparées et, tandis que pour 
les premières le nombre des équations est égal au nombre des in- 
connues, il Y SI une équation de trop pour les dernières. 

Ces équations, qu'on obtient en donnant à / les valeurs paires, 
seront 

Cl = 60, 

I , ik — 3 
03=56, + — ^^c„ 

I , 2A: — 5 



' • 



I 9.k — w' -f- I 

C/n'-i= —} ^m'-l H —, ; <7m'-5i 

m — I m — i 

[ik — m!— \)c,n'-\ H- b„i. = 0, 



en désignant par m! le nombre m ou (m — i ) suivant que w 
est pair ou impair. Multiplions les — premières égalités respecli- 



m 
2 
vement par 



I 

I. — ; s> 



I .3 1 .3.5 



• • • « 



2>t — 3' (2A- — 3)(2it — 5)' (2A:-3)(2A: — 5)(2X:— 7) 

ajoutons-les membre à membre et portons-les dans la dernière; on 
aura alors la relation suivante entre les coefficients b 






Ci5) 



1 . 3 . 5 . . . f 2 î — I > 



^(2>t^=~3H-^^' — 5)...(2A: — 2t— I) *'~^' 



1=0 



L. 5 
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en convenant d'y remplacer par l'unité le coefficient numérique 
lorsqu*il devient négatif (pour « = o). 
Ainsi, pour que l'intégrale 



/; 



f'" rf.. 



où l'on a 



I =.m. 



F(a:)= V bix^ (mlaA: — a), 



1 = 



soil algébrique, il faut et il suffit que les coefficients b de F(ar) sa- 
tisfassent à la relation (i5). Cette relation ne contient que les 
coefficients des puissances paires, ce qui était d'ailleurs évident a 
prioriy puisque les termes des puissances impaires s'intègrent sé- 
parément par des fonctions algébriques. 

7. Si l'on compare les (^ — i) conditions (i i)aux conditions (2) 
et (4), on voit qu'entre ces (w — i) conditions on doit avoir 

71 — /i>- relations qui ne contiennent que les coefficients a de 
f{x)y et dont chacune exprime l'égalité de deux racines quel- 
conques de ce polynôme; et A — i ^ i relations entre les coef- 
ficients a et 6. Or les {n — i) relations (i i) sont linéaires et ho- 
mogènes par rapport aux (m + i) coefficients 6, et leur élimination 
ne conduira, en général, qu'à (n — 1 — m) conditions entre les 
coefficients a de f{x)< Donc, si ce nombre est inférieur à 

-> le polynôme /(:r) admettra nécessairement un certain nombre 

de racines simples. Et comme l'intégrale / -^ — \ ^^ sera tout de 

même algébrique, puisque Tégalité (8) est satisfaite, on voit que, 
dans ce cas, les valeurs des coefficients 6, déterminées par les rela- 
tions (u) en fonction des coefficients a, seront nécessairement 
telles que le polynôme F (a;) contiendra en facteur les binômes 
répondant aux racines simples de /{^), à moins qu'on se donne 
certaines relations entre les coefficients a pour rendre multiples 
toutes les racines de/(x). Le nombre de relations qui contiennent 
les b se réduira alors nécessairement k(h — i), et les coefficients b 
ne seront plus déterminés si m >- A — 1 . Pour m = h — 1 , les coef- 
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(icients b de F(j!:) seront complètement déterminés en fonction des 
coefficients a de/'(x); et, pour m<^ h — i, on aura impossibilité. 
Tout ceci est bien conforme aux résultats précédemment obte- 
nus. Pour expliquer les raisonnements que nous venons d'ex- 
poser, nous allons examiner le cas simple de n = 3 et m = i . On 
aura alors 

F(a?) = boX -♦- bi, 
çp(ar) = CqX^ -h CiX ■+■ Cj, 

et les formules (9) donneront les cinq relations suivantes : 



=1 



2ap[6/..p-4-(i-f- 1— a/>)c/_pj = (i = Oy i, a, 3,4)- 

En les développant, on aura 

ûto ( ^0 -t- Co ) = o , 

ao(6i-l-2Ci)-f- at6o = o, 

3aoCiH-ai(6i-i- C|)-h ai(6o— Co) = o, 

aaiCj-h aife|-4- a8(6o— iCo) = o, 

ajCj-4- €19(61 — Cl) = o. 

Les trois premières donneront les coefficients c de (f{x) 
Co = — boy 

Ci = , 

a I («0 ^1 -t- ^0 ^1 ) — ^ ûEo («1 61 -t- 2 «1 60) 

et, en portant dans les deux dernières, on aura les deux relations 
suivantes 

( (af — 4aoa^aJ-i-9aJaJ)6o-^-«o(3aoaî— a})6i = o, 

I {a\ai— ia^al -+- iaoUia^) bo-h ao(9ao«3— «i«î) ^i = o> 

qui sont linéaires et homogènes par rapport aux coefficients è© 
et 6, de F(jî). En les éliminant, on aura la relation suivante entre 
les coefficients a de /(^) 

(17) 4aoai 4- 4«?<3t3-H ^jajaj — ajal — iSaofliajas = 0. 
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Cette égalité, comme nous l'avons fait remarquer, doit expri- 
mer l'égalité de deux racines dey(^). Il est d'ailleurs facile de le 
voir directement. En effet, soient a, ^ et y les trois racines de 
f{x). On aura alors 

a-+- 3 -f- Y = -y 

• ao 

«? -+- PY + T« = ~ ' 

Si donc deux de ces racines, y et p par exemple, sont égales, on 
devra avoir 

a -h a 3 = ♦ 

ap* = ) 

^ ao 

et, en éliminant a et j3, on aura la relation cherchée entre les coef- 
ficients a de /(x). Cette élimination peut se faire de la manière 
suivante : Si Ton élimine d'abord a entre les deux premières, on 
aura 

^ a© a© 

Si maintenant on tire a de la dernière, qu'on porte sa valeur 
dans les deux premières et qu'on élimine ensuite ^^, on aura 

^ ai ai 

et, en résolvant ces deux équations linéaires par rapport à ^ et ^^, 
on aura 

„ aiaj — oaoas ,, , a} — 4aoaiai-H9aJa3 

P = — -r r-> O OU a = — z > 

* 2(3aoaj — a\) ao(iaoaj — af; 

3a.a.-a| 
^ Saoas — a\ 

On a ainsi les valeurs de racines a et ^ en fonctions ration- 
nelles des coefficients a de/{x). En égalant le carré de la valeur 
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(le ^ à la valeur de p^y on trouve la condition (17) entre les coef- 
ficients a. Si cette condition est satisfaite, les deux relations (16) 

se réduisent à une seule et déterminent le rapport ~ : 

A| _^ a} — 4<'oAi^i + 9ajas 

^0 ^o(^i — 3aoai) 

On aura alors 

/(x) = ao(x — a) (a? — P)«, 

F(x) = bo{x-a), 

c'est-à-dire que le polynôme F(jr) contiendra en facteur le facteur 
binôme simple (a: — a) de/(^), à moins qu'on ne se donne entre 
les coefficients a de/(x) une relation de plus qui rende les trois 
racines égales. Il est, en effet, facile de voir que, dans ce cas, les 
deux équations (16) sont identiquement satisfaites, et les valeurs 
des coefficients b de F(j;) restent complètement indéterminées. 



CHAPITRE III. 

nftVELOPPEMBNT DES FORMULES RELATIVES AUX COURBES UNICl'RSALES 

A TORSION CONSTANTE. 

8. Reprenons les formules (24) du premier Chapitre 

1 '^ J ^{<^> ^, c, t) 

ij <|;(a, 6, c, t) 

en désignant par © et <j^ les polynômes des degrés 2/1 — 2 et a/î 
définies par 

1=0 p=o 
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Nous avons vu que, si les courbes unicursales à torsion con- 
stante existent, elles seront données toutes par les formules (i). 
Les polynômes ^ ei ^ dépendent de (3/i-|-a) indéterminées «, 6, c 
qui, à part les restrictions indiquées à la fin du premier Chapitre, 
sont complètement arbitraires; el il s'agit de les déterminer de 
manière que les trois intégrales (i) soient algébriques. Or, si ces 
intégrales sont algébriques, leurs valeurs seront de la forme 

^(a, b, c, t) 4;(a, 6, c, t)' 



f 

J 4;(a, 6, c, t) <Ka, 6, c, t 

j 



y 

<Ka, b, c, t) »|/(a, 6, c, t)' 



en désignant par X un polynôme de degré 2n — i de la forme 

et en appliquant à ces intégrales les formules (9), (10) et (11) 
du Chapitre II, on aura d'abord les 3(4^ — i) équations sui- 
vantes 

J e = o, I, 2, . . ., 4/1 — 2; 

r= 1,2,3, 

en désignant par a et jî les coefficients des polynômes ^ et o 



1:=! 



«!«-/= ^ {bpbi^p— apCi-p), 



p=i-i 



P'.„-.= 2 (.-.-./»«. 6.- w.- 



p--i^l 



Pî/i-/= 2 {i-'\ — i.p)bf,Ci,^-p. 



p = 

P=i-i 



?ln-i= 2 (^—^ — ^P)<^P<^i-i-P' 



p = 
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Si maintenant on pose 
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p= 



s; 



= 2*''^'^-'" ('' = «i2»3), 



p = 



el qu'on désigne par Aq, A,, . . . , A,- les coefficients des éléments 
de la dernière colonne dans le développement de déterminant 



oto (> o o 
— OL^ aL\ 3 «0 o 

• ••■ ■• ■•• • 

(I — t)«/(3 — 0*»-t 



o 

D 
O 



(!-»-*)«• 



on aura la formule suivante 



p^i 



Yi^ 



(0 



o, I, 2, . . * , '2/1 — I, 
rr=i, 2, 3, 






qui donnera les &n coefficients y en fonction des coefficients a 
et P; et en portant leurs valeurs dans les dernières 2(2/1 — 1) re- 
lations (3), on aura entre les coefficients des polynômes o ei ^ 
trois groupes de (2/1 — 1) relations de la forme 



9-p 



(5) 



PJ-, 


I — i 


-4-2/? 


1 

7=0 


.2. . .(/> 


-4-i)ar* 


i =z2nj 


an -+- 1, 


. . . , 4 '^ 


— ?, 




r= I, 


2, 3. 





AçSj 



= 0, 



Ces trois groupes ne diffèrent que par les indices supérieurs 
des (3, et comme, parmi les (2/1 — i) relations de chaque groupe, 
il y aura nécessairement (2/1 — h) qui ne contiendront pas les ^, 
h étant le nombre des racines distinctes de ^, on voit qu'elles se- 
ront les mêmes pour les trois groupes. On n'aura donc en tout 
que (2/1-+-2A — 3) conditions entre les coefficients des poly- 
nômes » et ïj^, c'est-à-dire entre les (S/i-h 2) coefficients a, b, c. 



4o 
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Pour que le nombre des conditions ne dépasse pas le nombre des 
arbitraires, il faudra que Ton ait h < — ; — • Ainsi le nombre rela- 
tif des arbitraires sera d'autant plus grand que le nombre des ra- 
cines distinctes de if sera plus petit. 

(!lomme application de ces formules, nous allons examiner le cas 
de /i = 2 (pour /i = i, les courbes seront planes). On aura alors 

i|; = tto <* -h ai /* -t- «1 f * -4- aj / 4- av, 



et les formules (3) donneront trois groupes de sept équations de 
la forme 



—i 



2[p/_/,-+-(i-f-ï — a/>)Y/-/»]a/i = o, (« = o, I, ...,6), 



;,= 



qu'on obtiendra en affectant les lettres ^ et y des indices supé- 
rieurs 1 , 2 et 3. En les développant, on aura 



(6) 



ao(Po^-To) 
ao(?iH-aYi)-+-aiPo 
«o(pî-+-3Yi)-+-ai(Pi-*-Yi)-+- ai(Po— Yo 

3aiYi-+-a,(P,-f-Yi)-t-a3(Pt — Ti)-f-a*(Po— 3ïo 

2a,Ys-f-a8Pi-+-a4(Pi— 2Yi 



o, 
o, 
o, 
o, 
o, 
o, 
o. 



On aura trois svstèmes analogues en affectant les ^ et y des in- 
dices supérieurs i, a et 3. On a d'abord deux solutions évidentes 



a^) = cci = QCj == (X) = o 



(«*^oX 



et 



ao> o, a, = ai = aj = a* 



o. 



En effet, pour ces valeurs des coefficients a les trois sys- 
tèmes (6) sont satisfaits et déterminent simplement les y en fonc- 
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lion des coefficients ^ 

et 

> = — P» ïi=— î^i» T2 = — jPî' Y3=o. 

Ces deux solutions répondent aux mêmes courbes, puisqu'on 

passe de l'une à l'autre par la transformation linéaire de ^ en - 

qui, comme nous avons vu, ne change pas la forme des courbes (i). 
Nous pouvons donc nous borner à examiner Tune de ces solu- 
tions, la seconde par exemple; on aura alors 

et les formules (i) donneront la cubique gauche 

qui dépend de huit arbitraires cr, b^ c assujetties à satisfaire aux 

quatre conditions 

ai = aj = aj = av = o. 

En se reportant aux valeurs de a en fonction des coefficients a^ 
b^ c, on aura entre ces dernières les quatre relations suivantes : 

b\ — «0^0 = Oj 

ibobi — (aoCi-+- Coai) = o, 

\ ) 

' ^bobf-^ bl — (aoC2-i- aiCi-+- Cofli) = o, 

ib\b^ — ( <3ft Cj H- Cl aj ) = o. 

Nous supposerons d'abord les trois quantités ao, &o? ^o diffé- 
L. 6 
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rentes de zéro. Les équations (8) donneront alors 

bo = yaQCQ, 

. aoCi -f- CoUi 

6, = 7=r-y 



2 



yaQCQ 



4aocJaî-+- (ajcf — cj a?) 



Cj = 



4a§Co 
En portant ces valeurs dans (7), on aura la courbe 

X -^- iy = aÂ: I - w' -h a a' H- ( 2 a* — Y ) ** 

(9) ' a:-i> = ^Â:fi M»H-pMï-H(a«-h?» — y)"J '^^* = a»— v 

e\s = A- itt'-h^î ^ a*-4-{a»-+- «P — y)" 1 



d:«î 



où l'on a fait, pour abréger, 



-=a, 4/ — =a, = a, 

t y co ' aao 

C'est une cubique gauche rectifiable dont les coordonnées sont 
des fonctions entières de troisième degré de Parc, et qui, comme 
il est facile de le vérifier, a ses deux courbures constantes. Elle 
dépend de quatre paramètres a, a, jî et y, sans compter le facteur 
d'homothétie k et les constantes qu'on peut toujours ajouter. Elle 
est donc plus générale que la cubique (6) du Chapitre I, qui ne 
dépend que d'un seul paramètre. On peut la réduire à une forme 
plus simple. Pour cela nous allons résoudre les trois équations (9) 
par rapport à u, lû et u^. On aura alors 

(i-H a*)a? H- i(i — cL'^)y — liaz = ak{0L — p)'tt, 
(p -haa2)ar -H t'O — aa«)^— ia(a -4- P)-8 = — aX:(a — P)* - w2, 

O - aa») a: -H £*(? -4- ««*)>' = — ak^n — p) fi u' -h (a«— a^ — y)«1 • 
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Si maintenant on fait d^abord tourner le plan xOy autour de 
0:î d'un angle dont la tangente trigonométrique est égale à 

—— —^ et ensuite le nouveau plan x^Oz autour de Ov' d'un 

angle dont la tangente trigonométrique est égale à . ^ > on 

aura 

A:(a-P)ri 



ly = 



^)[J,,3^(,,^«P_^),], 



A? 



ou bien, en supprimant les indices et en posant y/a^=m, 
a» — Y = /2,— 1-^=;?, on aura 

X -^^ iy=^ mpu 

/ \ / ar — ly = — /> - tt» -h /iM f , /- , 

(lo) { "^ /n^ L3 j ) ds = p^ndu 

I _ 
iz = p - a» 

Sous cette forme on voit qu'elle ne dépend en réalité que de 
deux paramètres m et n. 

Exemple numérique. — Pour p= m = n = i, on aura la 
courbe 

a? -f- «/ = 5, 



X 



— *> = «U«'H-U, 



2 



Dans les calculs précédents nous avons supposé les trois quan- 
tités r/,j, 6o Gt Co différentes de zéro. Si Tune de ces quantités, a^ 
par exemple, est nulle, les équations (8) donneront 

'À y Cl) 
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et, en portant ces valeurs dans (7), on aura la courbe 

X -h Ly = aku, 
X — iy z= - k - t*' -h a M* -+- ( 2 a* — p ) «t , 

où Ton a fait, pour abréger, 

Il est facile de voir que cette courbe ne diffère de (10) que par 
le choix de la variable u. Il suffit, en effet, d'y remplacer u par 
[a — a) pour la ramener à la forme (10). 

Revenons maintenant aux équations (6). Les quatre premières 
de ces équations détermineront les valeurs suivantes des quan- 
tités y en fonction des quantités a et ^ : 

Yo = — Po, 

ïi = — rr^^oP»"^ %^\\ 

— aaoai ( «0 ?î ■+" «1 Pi -4- 2»! po ) -♦- a f («0 Pi -H po»! )J. 



''" i-^ao 



et, en les portant dans les trois dernières, on aura les trois équa- 
tions suivantes : 

/ AlPoH-AîP,-^A}p, = o, 
Oi) I Alpo-f-A|pi-HAips=o, 

( AJpoH-A|p,-+-Aip,= o. 

Les A étant des fonctions des coefficients a seulement et défi- 
nies par 

A} — eaja^av— gajajaj-h- 4aoaia|— a}a,, 
A } = «0 ( I •^. a J a^ — 3 ao a| -h af a, ), 

-^1 = 25(6aoa3— ai«2), 
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et 

AJ= 8af aja^ — gajaj — ^acafa^-t- 4aoaiaîa3— *? «3> 

Af = ao(2aoaia4— 3aoaja3-i- afas), 

A|= a5(i6aoa4— -«las); 

AJ = 48aja4-— 8aJ*a|— 2f aJaiasH- i4aoaf «j— 3 aj, 
A^i = «0(18 aj as — 11 acataj-H 3af ), 
A^î = a?(8aoat— Saf). 

Les équations (i i) sont linéaires et homogènes par rapport aux 
quantités ^, et, en désignant le déterminant de leurs coefficients 
par A, on devra avoir 

(i a ) A = o. 

Cette égalité, qui ne contient que les coefficients a de <j^ exprime, 
comme nous avons vu, que ce polynôme admet une racine double. 
Les trois équations (ii) seront alors compatibles, et deux quel- 
conques d'entre elles détermineront les rapports 

Po Pi Pî 



AÎAJ — AJAI AJAJ— A}A5 AJA? — AfAJ 

Les trois polynômes <p ne différeront donc que par des facteurs 
constants et les courbes correspondantes seront planes, à moins 
que les trois équations (ii) se réduisent à une seule, c'est-à-dire 
que tous les mineurs de A soient nuls. On aura alors entre les coef- 
ficients a de ^ deux relations qu'on pourra facilement ramener à 
la forme 

32aja| — 8aEoa|a4 + 3z}a]a^ — 4Ao>iS3^b+ 3aoaia5 — ^\olI =0, 
48G(oaiaf 4- 4si^|s^ — 3a}a3a4 — ondt^l — 32 «o «s «j «4 -^- gao^l = o. 

Ces deux relations, d'après le Chapitre II, doivent exprimer que 
le polynôme ^ admet une racine triple ou bien deux racines dou- 
bles. Il est d'ailleurs facile de vérifier que, dans ces deux cas, les 
relations précédentes sont identiquement satisfaites. Ainsi, le po- 
lynôme <{; aura donc l'une des deux formes suivantes : 

ou bien 
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et, comme la transformation linéaire ne change pas la forme des 
formules (i), on pourra toujours les ramener aux formes 

Dans le premier cas, on aura 

«1=0, aj = iiao, «3 = 0, av=ao>o, 

et les équations (i i) donneront 

pS-4-pî=o (r = i,2'3). 

En remplaçant les a et p par leurs valeurs en fonction des coef- 
cients a, 6, c, on aura entre ces dernières les sept relations sui- 
vantes : 

(aobi — bocti) -h («1 ai — ^i^}) = o, 

{boCi — Co6j)-+-(6, c, — C| bf) =o, 
( Co ^1 — «0 Cl ) -h ( Cl aj — flj Cl ) = o, 

aoCi -h CoCti — a^o^i = o, 
aiCj-HOiai — 9.6161 = 0, 

65 — floCo = 6| — ajCt = - (aoCj -»- aiCi -h ajCo — b\ — a^o^i). 

Les trois premières se réduisent à deux et déterminent les rap- 
ports 

a\ bt Cl 



«0 — ^î 60 — 6j Co — Cl 

Or, avec ces valeurs de «i, 6| et C|, les poljnômes cp ne dif- 
fèrent que par des facteurs constants, et les courbes seront planes. 
Dans le second cas, on aura 

a, = as = «4 = o, 

et les équations (i i) donneront 

«?Pî-«oa,Pî-i-a??î = o (/-=!, 2, 3). 

En tirant pi et en portant dans f^ on aura 



'= ^- (- 5) (- s È) 
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On voit que les polj^nômes (p contiennent en facteur le binôme 
qui correspond à la racine simple de ^^ ce qui est bien conforme 
aux résultats auxquels nous sommes arrivés à la fin du Chapitre 
précédent. Les trois relations a2 = aj = a4 = o déterminent les 
coefficients 60 > ^1 ^t 63 en fonction des coefficients a et c; et, en 
portant leurs valeurs dans les polynômes <p, on trouve facilement 
entre ces polynômes la relation linéaire et homogène 

c,(p(a, by 0-l-«i<?(6, c, t)-^bi^{c, a, = 0^ 

et les courbes correspondantes seront encore planes. 

Pour compléter la discussion des équations (6), il nous reste à 
examiner le cas où les équations (11) deviennent identiques par 
rapport aux p, c'est-à-dire lorsque tous les coefficients des (3 (tous 
les mineurs du second ordre de A) sont nuls. Il çst facile de voir 

que dans ce cas le polynôme ^ se réduit k oCq (t -h j^j > et qu'on 

pourra ramener à la forme ^ = oL^t*. On est donc encore dans le 
cas examiné au commencement et qui nous a conduit aux courbes 
(10). Ces courbes sont donc les seules courbes gauches correspon- 
dant au cas de n= 2. 

9. Les formules (.3), (4) et (5) sont générales et s'appliquent 
à tous les cas, que les polynômes (^ et ^ soient réductibles ou non, 
et quelle que soit la forme du polynôme ^. Mais ces formules se 
simplifient beaucoup pour certaines formes particulières de <j;. 
Nous allons examiner à part le cas où ^ est de la forme P*, en dé- 
signant par P un polynôme de la forme 

ayant toutes ses racines distinctes, c'est-à-dire en désignant par 
P le produit des facteurs binômes distincts de ^. On aura alors 
tout d'abord (2/n- i) relations entre les coefficients a, fe, c et a, 
qu'on obtiendra en égalant de part et d'autre les coefficients des 
mêmes puissances dans l'égalité 

(i3) O^ra,6,c,0= P*; 
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puis, si les trois intégrales (i) sont algébriques, elles seront de 
la forme 









A étant un polynôme de degré (an — h — i) de la forme 

p=tn-h-\ 
p = 

et, en difTérentiant, on aura trois égalités de la forme 

<p = PX'-(^ — i)XP'. 

En égalant de part et d'autre les coefficients de mêmes puissances 
de /, on aura les 3(2 /i — i) relations suivantes : 



p=0 

p=i 



(i4) 



2 [(t — 9./?)6pC/_p — (i — A7?)apY7.p] = o, 



p=0 
p=0 

(t= I, -i, ..., 2n — i), 

entre les quantités a, fe, c, a et y. On aura donc en tout (8/i — 2) 
conditions entre (gn -H 3 — 2 A) arbitraires «, 6, c, a et y, tandis 
que les formules générales (3), plus compliquées par leurs expres- 
sions, nous conduisent à (8/« — Z-\- ili) conditions entre (9/? -|- 2) 
arbitraires. Si de (i4) on élimine les 3 (2/? — h) quantités y, il en 
restera 3 (A — 1) conditions entre les quantités a, 6, c el a. Le 
nombre total des conditions (8/i — 2) est complètement indépen- 
dant de //, tandis que le nombre (9/1-1-3 — 2 A) des arbitraires 
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diminue lorsque h augmente et inversement; et comme h ne peut 
varier qu^enlre i et /i, on voit que le cas le plus favorable sera 
pour A = I, et le moins favorable pour A = /i. Nous allons étu- 
dier spécialement ces deux cas extrêmes. 
Pour A = /ly on aura 

p = n 

p=o 
p=n — 1 

p = 

Les égalités (i3) et(i4) donneront alors les conditions 

p=i 

^(bpbi^p — apCi^p— (XpCLi-p) = o, (t = o, i, ..., 2 n). 

p = 

p=i 

(i5) { ^='. 
p=i 

^{l — ip){àpCi-p^ap-^}_p) = o I (t = f,2, ..•.,2/1 — 1). 

p = 

P=i 

p = 

Comme nous avons déjà exaipiné le cas de /i = 2 pour les for- 
mules générales (3), nous allons maintenant, comme application 
des formules (i5), examiner le cas de /i = 3. P sera alors un poly- 
nôme du troisième degré à racines simples. Et, comme la transfor- 
mation linéaire ne change pas la forme des formules (i), on pourra 
toujours ramener P à la forme 

On aura alors 

«1 = «î = o, «3 = «0 < o, 

et les cinq équations 

p=i 

2(* — 2/?) (apbi-p— dpii-p) = (* = I, 2, . . . , 5 ^ 

L. 7 
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donneront 

(ao^i— 6o<?t) — «0^2 = o, 

3 («0^3— ^o«3)-+- (a|6j— ô|a,)-+-3aoY'o = o» 

(aies— biOi) H-aoY', = o, 

(rtj ^3 — *î «3 ) -»- «0 Yi — ^' 

Les trois premières déterminent les y et, en portant leurs valeurs 
dans les deux dernières, on aura entre les coefficients a, fr, c les 
deux relations suivantes 

(«0^1 — ^oO^l) ■+■ («1^8— ^1«3) = O, 
{ao/>î— fto«î) -J- («î^3— ^t<Ï3) = O- 

Les deux derniers groupes de (i5) donneront chacun deux équa- 
tions analogues qui s^obliennent par la permutation circulaire des 
lettres a, 6, c. On aura donc les six équations suivantes 

(ao6,— botti) H-*(ai£>3— 61^3) = o, 
(60C1 — Cobi) -h(biCz — Cibi) =0, 
(coOi — aoCi) -+-(<"ia3 — «1C3) = o» 
( ao 62 — ôo Oj ) H- ( aj Ô3 — ^1^3) = o, 

(boCi — CoÔ,) -|-(6jC3 —^,63) =0, 

(coaj — «oCj) -f- (cjas — atCs) =0, 
qui déterminent les rapports 

«1 ^1 ^1 



«0 — «3 ^0 — ^3 Co — Ci 

a^ __ bi c* 

«0 — Ûf3 ^0 — '^3 



<^'o — ^"3 



Or il est facile de voir qu'avec ces valeurs de «,, 6|, C| et de a^t 
ftj, C2 les polynômes cp auront des rapports constants, et les courbes 
correspondantes seront planes. 

Pour /i = i, le nombre des équations (i4) sera juste égal au 
nombre des inconnues y, et elles ne nous donneront aucune rela- 
tion entre les coefficients a, 6, c. Quant à l'égalité (i3), elle sera 
ici de la forme 

0; = «(/-/?)»«, 
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el, en remplaçant t par ^— — , ce qui ne change pas la forme des 

formules (i), on sera ramené au cas où le poljnôme i/ se réduit à 
une constante. On aura donc à égaler à zéro, dans le polynôme if^ 
les coefficients des différentes puissances de t^ excepté le terme 
indépendant qui doit être différent de zéro. Ceci nous conduira 
aux a A? relations suivantes entre les coefficients a, 6, c, 

(iG) 2^(bpbi-p— UpCi-p) = o (t = I, 2, -2/1), 

et A se réduira à 

<|; = ^J — aoCo§o. 

Les quantités sous les signes sommes, dans les formules (i), se- 
ront alors des poljnômes entiers, et, en les intégrant, on aura les 
courbes suivantes à torsion constante 

r=l p=.Q 

r = 2« — I p = r 



r=:l p = 

r^S/i — 1 p=zr 



\ 'lia^CQ—bD 



£=^ 2 ^^i;(''-^/^)->«'-/'- 



r=l p=0 



Les coordonnées de ces courbes sont des fonctions entières 
d'un même paramètre variable /, et de degré (a/i — i) en gé- 
néral. Abstraction faite des constantes de translation et du facteur 
d'homothétie, ces courbes dépendront de (3ai -f- 2) arbitraires rt, 
6, c assujetties à satisfaire aux in conditions (16), c'est-à-dire 
qu'elles dépendront, en général, de (/? + 2) arbitraires. 

Les coefficients de t^'^"^ seront respectivement, à un facteur dif- 
férent de zéro près, 

Clnbn-\'-bnan-\i bnCn-i— Cnbn-i, Cnan-x— CttiCn-u 

de sorle que, pour 

(Zfi Un Cfi 
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les irois coefficients seront nuls et le degré de la courbe s*abais' 
sera d'une unité. Les deux dernières des équations (i6) se ré- 
duisent alors à une seule. Plus généralement, si Ton a 

«« an Cn 

Cln-i ^/i-î C„^i 



a„ bn 



'/» 



«/i~A _ bn-h Cn-h 



«/» bn 



'/i 



les coefficients de z^""*, ^2/1-2^ _ ^ iin-h seront nuls, et le degré 
de la courbe s'abaissera de h unités. Les in conditions (16) se 
réduisent alors aux (2/1 — h) premières. On aura donc, dans ce 
cas, une courbe de degré (2/2 — h — i) qui ne dépendra plus que 
de (/i -i- 2 — h) paramètres; elle sera, par conséquent, beaucoup 
moins générale que la courbe de même degré qu'on obtiendrait 

directement par les formules (17) pour n = n 

1..CS dérivées, par rapport à ^, des coordonnées ;r, y^ z des 
courbes (17) étant des fonctions de degré 2(/i — 1) de /, il semble 
que son arc devait dépendre de l'intégration d'un radical carré 
portant sur un polynôme du degré ^{n — i); mais il est facile de 
voir que ce polynôme s'abaisse au degré 2(n — 2). En effet, on 
aura, d'après les formules (22) du Chapitre I, 

(AB'— BA')(BG'— CB') - 7 (CA'- AC')» 
ds^ _ j j 2^ 4 

57» """^ (B«— AC)* ' 

et comme pour les courbes (17) on aura, de plus, 

B* — AC = const.= bl — aoc©, 

d'où 

2BB'— (AC'-hGA') = o, 

l'expression jîrécédente se réduit facilement à 



df^ bt — aoCo 



(B'î-A'C). 
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Les polynômes A', B', C étant de la forme 



» = n 



A' = i 2 pap tP, 



p = 
p = n 



B'= J^pàptP, 



p = 
p = n 

G' = i 2 pcp tP, 
On trouvera facilement 

i=tn P = i 

B'«-A'C'= 2 t'-*'^p(i-p)(b,bi-p-apCi.^). 

i=i p=o 

Les coefficients de t^"-^ et /^/i-a seront respectivement 

Ils sont donc nuls en vertu des deux derniers de (i6), de sorte 



que Ton aura 

i=in — t /* = * 

(1- 

ai* o^ — «0^0 

i=J • p=0 



1 = 2/1 — X /*=* 



Le second membre n'est que du degré 2(/i-— a) au lieu de 

ds 
4(/i — i). Ainsi, pour n=:2, -,- sera constant. C'est à raison de 

cette propriété générale que la cubique gauche (lo)est rectifiable. 
Pour 



ûf/ï-l 


^^^ 


bn-X 
bn 


^M-W 




CLn 






Cn 


<^n-t 


^HM 


bn-i 
bn 


^ 


Cn-t 


an 






Cn 


an-h 




bn-h 




* " • • • 1 



a 



n 



les 2/t derniers coefficients du second membre de (18) seront nuls 
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ds^ , 



en vertu des conditions (i 6), et le degré de -^-^ s'abaissera de a A uni- 
tés. Ce résultat est d'ailleurs conforme aux précédents, puisque, 
dans ce cas, les degrés des coordonnées j:,j', z s'abaisseront de 
Il unités. 

Gomme application nous allons examiner le cas de n = 3. Les 
formules (i^) nous donneront alors la courbe du cinquième degré 



'7 



flfi 6i — bx a ^ \ j 



f «0 ^3 — 



6o«3 



ÛTj 63— 6i<73 0565 — 6, flr. 



X 



aoCo— bl L 



(19) 



IboCi — Co 



bi Ci — c, 62 



f^')" 



H- i(t,0,-»,t.)>' H- * ■"-'•'''• »■ 



]• 



z = 



a(ao 



ii^[<"° 



ai — aoCi) t -*- {coat — ao c« ) /* 



/ Coa,,— aoCj-h 



Ci «j — ai t» 



■)'• 



2 



]• 



( 20 ) 



(|ui dépend de onze paramètres a, b, c assujettis à satisfaire aux 
six équations suivantes 

26,63--(a,C8-f-Cï«3)= o» 

26163-1- 6| — (atC3-f- ajCjH- a3Ci)= o, 

26063-1- 26162 — (do C3 H- a\ Cj-f ajCiH- «aTo)— o, 

•2 6o6j-i- 6} — (aoCî-i-ûfiCi-h ajCo)= o, 

26061 — (ay Ci -h Coai)= o. 

Les trois premières résolues par rapport à />3, 62 et 6< donneront 

63 = v/a3C3, 

63 _ Jl /Oî ÇsX 

63 2 V «3 C3 / ' 

63 2L\«3 ^3/ 4\«3 C3/ J* 
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Et en portant dans les trois dernières, qui sont linéaires par 
rapport à ao> bo et Cq, on aura 

as 6j aj 

Cj 63 C3 '^^ 

OÙ Ton fait, pour abréger, 

^~' 2l\ai C3/ 4\«3/ 4\C3/J' 

. /«î_£j \ /L\"3 ^3/ 4X^3 C3/ J as 
\a3 Cs / 



^3^ 



En portant ces valeurs dans (19), on n^aura plus que cinq arbi- 
traires, sans compter les constantes d'intégration que l'on peut 
toujours ajouter et le facteur d'homothétie. 

Pour que la courbe se réduise au quatrième degré, il faudra que 
Ton ait 

^ — É* — £! (i\ 
et les équations (ao) donneront alors 

«1 __ ^ _ Cl 

as ôi C3 

Or il est facile de voir que pour ces valeurs la courbe (19) de- 
vient plane. Il n'y a donc pas de courbes de quatrième degré de 
cette espèce. 

Dans les calculs précédents nous avons supposé les quantités 
«3, 63 et C3 différentes de zéro. Si l'une de ces quantités, «3 par 



(*) Ceci correspond au cas où le déterminant des trois dernières équations (20) 
est nul. 
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exemple, est nulle, les deux premières de (20) donneront 

aj = 6j = aj = o, 

et les quatre dernières se réduisent à 

ao Cj H- fli Cj = 2 bi bf, 
aoCjH- ai Cl = 260ÔJ-I- ô}, 
ao Cl -h aj Co ^ 2 ôo bi , 

Elles sont linéaires par rapport aux quantités c et déterminent 
les valeurs suivantes de ces dernières 

I 

ci= -ï (aaiôi — ao6,)^>„ 
"1 

Ci= — [2a}6o6î-+-(ai6, — ao^^j)*]. 

cq= — f (ai^i — aoôj)(a6oa}-4-aJôj — aoai^i). 
a< 

En portant ces valeurs dans (19) et en y faisant, pour abréger, 

7Lz= boa\(aibi — la^b^) — ao(ai6i — ao6j)*, 

P =(ao6i-4- ^o«i)(ai6i — aoôj)*-!- 2a{6o[^i^o^t — ^i(«i^i — «o^t)]» 

Y = ao6j[aJao6,-i-(ai^>, — aoôj)»], 

= ^j(aî65-i- aoai6i6|-h af^o^î — ^o^D» ^= tï > 

aoCQ— Oy 

on aura la courbe du cinquième degré 
X ^iy = k (ao^i— 6oai)i-hao6î^'-h r aib^t^ L 

5= ^ af— (2a,6, — ao^j) -^-^^ — «« — (a,6i-i- ao6,) -^ /»— -a}^^|/* , 
ar - i> = ^ ^?^ H- Y^'H- 5 «lO /5-f- ^ aJ6i6}^4- ^^ /»V 

qui dépend de cinq paramètres «q, a^^ Aq» ^i et b^. L'arc rf^, 
d'après la formule (18), sera donné par 

kb T 

e/5* = ^ [ao(2aiôi — a^bt)— ia\bQ-k- a^axh^i -^^ a\btt^]dt^, 

aj 
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Exemple numérique, — Pour les valeurs numériques 

«0=6, = o, 

fll = 60 = ^2 = 'f = I » 
on aura la courbe 



iy^-i(\^i^-^. 



i 

(20) < 5 = 7/*, 



[ a7~l>=:-r(i/*-H J-r' + î), 



dont Tare sera donné par 

ds = //*— vi df, 

10. Formules spéciales pour les courbes réelles, — Reprenons 
les formules (22) du premier Chapitre 



TAB-BA' 
J AG-B»^'' 



jr -h «^ = 

rBC'-GB' 






AG - B« ''^• 



Nous avons vu que toutes les courbes unicursales à torsion con- 
stante seront données par ces formules, en y prenant pour A, B, C 
des fonctions entières d'un même paramètre variable t et n'ayant 
pas de facteurs communs. Si dans ces formules on remplace A et 
C par deux polynômes de la forme (A — «C) et (A + iC), on 
aura les formules suivantes 



U = -x/ 



AB'— BC 
As-+-B»H-G» ' 



' r BG'-GB' ^ 

/• CA^-AC 
^-~V a«+B2-hG«'''' 



qu'on pourrait d'ailleurs obtenir directement des formules gêné- 
L. 8 
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raies (y) en y posant 

A-iG 
"=— B— ' 

A -4- iC 
«i=— g— • 

Si les courbes réelles à torsion constante et unicursales 
existent, elles seront données toutes par les formules (21), en y 
prenant pour A, B, C des polynômes entiers à coefficients réels, 
et que nous pouvons d'ailleurs, sans restreindre la généralité de 
ces formules, supposer tous trois complets, de même degré n et 
n'ayant pas des facteurs communs. Si donc on met les polynômes 
A, B, C sous la forme 

p = n 

A = ^aptP, 

p=i) , 

p = n 

fi = ^àptP, 

p = 
p = n 
G =^CptP, 
p = 

et qu'on porte leurs valeurs dans (21), on aura pour les courbes 
réelles des formules analogues aux formules (i) 

) r o(b,c,t) . 

J ^]x(«, 6, C, 

011 Ton a désigné par y et '| les polynômes des degrés (a/i — 2) et 
2/2 définis par 

( = Su - 1 p = i 

/=l p—O 

1 = 1/1 p — é 

^{^.?,t)= 2 tf ^{^pOii-p'^M.-p-h^(p-[i-p). 
/ — /? — 
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Ces formules ne sont qu'un cas particulier des formules (i), et 
tout ce que nous avons dit à propos de ces dernières s^applique 
aussi aux formules (22). Il nous reste seulement à ajouter que, 
dans les formules (aa), comme il est facile de le voir, le poly- 
nôme ^{ff-^ b', Cy t) aura toutes ses racines imaginaires conjuguées, 
et que dans ^ le coefficient de t^*^ et le terme indépendant seront 
nécessairement différents de zéro. Ainsi, le polynôme ^ sera de 
degré an et aura toutes ses racines imaginaires, tandis que les 
polynômes '^ seront au plus de degré {in — 2). Donc, si les courbes 
réelles à torsion constante et unicursales existent, elles seront né- 
cessairement de la forme 

X — XQ—t -T—, — '-r — ) 

y-y'-''if(a,b,c,t)' 

en désignant par X un polynôme de degré (2/1 — i), de la forme 

p = 

On voit tout d'abord que ces courbes, si elles existent, seront 
nécessairement de degrés pairs; puis, qu'elles seront des courbes 
fermées, puisque les coordonnées x^y^ z de ces courbes ^'estent 
finies et bien déterminées pour toutes les valeurs réelles de /, et 
que pour t =z± 00 elles reprennent les mêmes valeurs Xq, yo, Zq. 
( Voir la démopstration géométrique très élégante de M. Kœnigs, 
dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse; 
1887.) 

Les formules (3), (4) et (5) sont générales et s'appliquent évi- 
demment aussi au cas des courbes réelles. Nous nous bornerons 
donc ici à examiner un cas particulier, le cas où ^ n'a que deux 
racines distinctes et qui est le cas le plus favorable pour les 
courbes réelles. En effet, nous avons vu que le nombre relatif des 
arbitraires sera d'autant plus grand que le nombre des racines 
distinctes de^ sera plus petit; et, comme pour les courbes réelles. 
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ce nombre est nécessairement pair, le cas le plus favorable sera 
celui où il est é^al à 2. 

Le polynôme ^J^ sera alors de la forme 

et, comme p est nécessairement différent de zéro, on pourra tou- 
jours, par une transformation linéaire, le ramener à la forme 

Cette égalité nous conduira donc, tout d'abord, aux 'in conditions 
suivantes, entre les coefficients a, 6, c, 

^, («p«ï/-»-I-p"^ ^p^ii-hl-p-^ CpCi,-^i-p)= O, 
p = 
p = ti 

^H^B 1 • ^ • • • I 

( fc = o, I , . . . , /l — l). 

Les formules (22) prendront la forme 

l «î H- ^^ -t- C,î ,/ (i«-M)« ' 

\ , - r ?(g» q> o ., 

et pour que ces trois intégrales soient algébriques il faudra, d'a- 
près la formule (i5) du Chapitre H, que les coefficients a, b^ c 
satisfassent encore aux trois relations suivantes : 

V' 1 . 3 . 5 . . . ( 3t e — I ) v^ / , 

> :; r;^ ; : 1 7, {21 -h l — Il p )apbti-i.i-p= Oj 

^ (-2/1 — i)(2/i— 5)...(>./i — sit — i) ^ r/ p ^t i p 

/ -- p — 

X^ 1 . 3 . . . ( 2 (' — I ) v^ / . . , 

7 :. r : -^ 7 ('>'«-Hl — 2 />)6|,Cj/+|_p= o, 

^ {'in — i){'in^5). ..{1/1 — 9.1 — 1) ^ ^ ' ^ '^ ^ 

1=0 p=0 

i=/i — 1 p — ii + l 

Xr' 1 . 3 . 5 . . . ( '2 1 — I ) v^ / • \ 

^ {'in — ^){7Ln — b)...{in — n — \) ^ ^ rj p ^ ^ p 

1—0 p=0 
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Il s'agit donc de déterminer les 3(/i-+-i) coefficients a, 6, c 
qui, comme nous l'avons vu, à part quelques restrictions, sont 
complètement arbitraires, de façon à satisfaire aux (2/14- 3) équa- 
tions suivantes homogènes et de second degré 

\;^ 1.3.5. . .(-îi — i) V / . s t 

.^d (a/i — 3)(9-/i — 5).. .(2/1 — at — i) ^d 
1=0 p—^ 

V 1.3.5. ..(at — i) V^ / • xA 

^d (i/i — iji^n — 5). ..('2/1 — 2* — I) ^d 



1. 3.5. ..(ai — I) 

1=0 p=0 



-. r— g-^ — '- -. > (2*-4-i — 2/?)cpaî/-^,_,, = o; 

(2» — i)(2/i — 5)...(2/l — 2« — 1) ^d 



p = ti-*'i 



^ (apai/-»-!-p-l-6p6t,>i_p-+-CpCj/+i_p) = o, 

p=» 

/>=îi 
V / t t X /i(/i-- I). . .(n — i -hi), , ,, , 

.dfl^H 1.2.3. • .V 

I p = 

\ (l = 0, I, 2, ..., /l — l). 

Pour tout système de valeurs réelles des coefficients a^ by c sa- 
tisfaisant aux équations (24), les formules (28) donneront une 
courbe réelle à torsion constante de la forme 



) 



(25) < y~j^^= — 



en désignant par X un polynôme de degré (2/1 — 3) de la forme 

^ = J/i — s 
p = 

Remarque. — Les équations (24) ne changent pas lorsqu'on 
y permute d'une manière quelconque les lettres a, 6, c. Elles ne 
changent pas non plus lorsqu'on y permute les indices p et 
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(n — p) de ces lettres. Enfin on voit que les (/i-h3) premières 
équations sont bilinéaires par rapport aux inconnues des indices 
pairs et impairs. 

Gomme application, nous allons examiner le cas de /i = 3. Le 
système des équations (24) sera alors 

aobi — b^ai-^ a^bt — b^a%-\- a^b^ — b^a^-h j(aibf — biOt) = o, 
60 Cl — Cob^ -4- boCz — Co^a -f- b%Ci — Cjftj H- |(6|Cj — Cibi) =0, 
Co «1 — «0 ^1 "^ CoCti — a© Cj -+- Ct «3 — ûf| C3 -h I ( C| aj — fli Cj ) = o ; 

ofo^i -+- ^o^i -+■ CqCi = o. 
(•26) { a^a^-^- b^bi-^ CoC^'haiaf-h bibf-h C\Ct = o, 

ajas-H ôi6,-f- CfCi = o; 

aJ-4- 6}-4-c} + 2(aoOt-t-^o*j-i- CqCj) = 3(a|-i- 6|-h c|), 
a}-t-ôî-Hc|-4-a(aia3-t-éi*s-t-CtC3) = 3(a5-t- 6|-+- cj). 

Pour tout système de valeurs des coefficients a, 6, c satisfaisant 
aux équations (26), les formules (25) donneront une courbe du 
quatrième ordre à torsion constante de la forme 



■+■ (aibi— biai)t^-^ (a^bz^ btai)t* J 



^ ^0- ^, . z., . ., (/*-f-l)* 



«î 


■+■ 




+ CÎ 


al 


-H 




+ ci 



[(b^c^— cobi-h biCt— cibi) -^ (boci — Cobt)t'} 
-^ (bjCn— cibi)e*'^ (b^c^— Cibt)t^ J 

r(coaj— aoCt-4-c,ei3— a,C3) — (coOi — aoC|)n 

il est facile de voir que toutes ces courbes sont imaginaires et 
que les équations (26) n'admettent pas des solutions réelles qui 
conviennent à notre problème. En effet, les six premières de ces 
équations sont linéaires et homogènes par rapport aux quantités 
^it ^M ^M ^3' ^39 ^3 qui, d'après les restrictions indiquées plus 
haut, ne sont pas toutes nulles ; il faut donc que le déterminant de 
leurs coefficients soit nul. Ce déterminant se met facilement sous 
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la forme 

/ 

X [(«0 -+- ««)' -H(^o -*- W -+-(Co-H C,)«-+- 2 (aj -K 6* H- Cj -4- «î -4- 6 J -4- c|)]. 

Les quantités ao, 6oy ^'o> ^2) ^29 ^2 n^étant pas non plus toutes 
nulles, le second facteur sera différent de zéro. Il faut donc que le 
premier facteur soit nul, c'est-à-dîre que Ton ait 

aj bf Cl 

De même, ces équations sont linéaires et homogènes par rapport 
aux six quantités ^o, 60, Cqj a^^ 62» c^^ ^^^ ^^ égalant à zéro le 
déterminant de leurs coefficients, on trouve les conditions 

^ = ^ = îi. 

«8 ^3 Cs 

Or avec ces valeurs les polynômes q qui figurent dans (23) se- 
ront dans un rapport constant, et les courbes correspondantes 
seront planes. D'ailleurs, en portant ces valeurs dans (26), on 

trouve 

a\ -hôî-Hcf =0, 

et les formules (27) deviennent illusoires. 

Nous venons de voir que les neuf équations (26) n'admettent 
pas des solutions réelles répondant à notre problème ; mais il est fa- 
cile de voir que les six dernières et deux quelconques des trois pre- 
mières équations admettent une infinité de solutions réelles, même 
dans le cas particulier où Tun des polynômes A, B, C se réduit à 
une constante. Ainsi, les valeurs réelles 

ai = — ^aa©, at = Sa©, a3= v/5aao; 

60 = ota©, 6i = v/5ao, 62 = 5aao, A3 = — /^a©; 

Co = 2 /i-h a* a^, C| = cj = C3 = o, 

qui répondent au cas où C est constant, satisfont aux huit der- 
nières équations (26); et, en les portant dans (23), on aura la courbe 
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réelle à torsion cODStanle 



,[ '('-0 




j: — j-o = - 7*^/5 I ;^^_^ / — arctang 
(28) \ — = '^ lt — ^7. 

_ t 2 a ? H- /5 

dont deux des coordonnées sont des fonctions algébriques et ra- 
tionnelles d*un même paramètre t. 



NOTE 

SUR LES COURBES DONT LES DEUX COURBURES SOKT CONSTANTES. 

Dans le dernier Chapitre nous avons donné une cubique gauche 

rectifiable 

X -^ iy = akt \ 

qui dépend de deux paramètres arbitraires a et b, et dont les deux 
courbures sont constantes. Nous allons maintenant démontrer que 
cette cubique et l'hélice circulaire sont les deux seules courbes qui 
jouissent de cette propriété. Pour le prouver, nous allons chercher 
directement les courbes pour lesquelles on a p = const. et t = const. ; 
ou bien, ce qui revient au même, les courbes qui satisfont aux deux 
conditions 

/ T = consi., 

•■■*> -N 

4 - = const. 

\ 9 

La première de ces conditions montre que les coordonnées de 
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ces courbes devront satisfaire aux formules (i) du premier Cha- 
pitre 

(3) ( jr = 'z je dc''^c'dc, 

z = x j c'dc — c de' y 

les trois fonctions c, c', (? étant assujetties à satisfaire à la condi- 
tion 

c* -h c* -f- c'* = I . 

La seconde des conditions (2) nous donnera 

da da' da' . 

d-c=d7 = d7= '="""• = *• 

d'où les égalités 

da — A' de = o, 

da' — k de' = o, 

da' — k d(f = o ; ' 

et, en les intégrant, on aura 

a — ke = A, 
a' - ke' = B, 

On en tire facilement les égalités suivantes 

A« -hB« -+-G« =14- a* \ 

. Aa -+- Ba'-4-Ca'= I ( . ds^ 

(4) < W6«-f-rf6'«H-rf^»'« = (i-hA:«)— : 

^^^ j Afc-HB6'-+-C6'=o i ^'^'^^x»' 

( A c -4- Bc' -h Cc'-t- À- = o 

et comme k est différent de zéro, la dernière pourra se mettre 
sous la forme 

%e -H pc'-H Yc'= 1 . 

Ainsi, les courbes dont les deux courbures seraient constantes 
devront nécessairement satisfaire aux formules (3) dans lesquelles 
L. o 
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les trois fondions r;, r' cl r' seront assujetties à satlslaire aux doux 
conditions 

i c^ -+■ c'* -4- r'* = I , 

( '> ) \ 

\ ac-¥- pc'-4- Y<'''= I- 

Les quantités a, (5 et y "C peuvent pas être nulles à la Cois cl, 
en supposant y différente de zéro, la seconde nous donnera 

i 

quels que soient a et p. Celle valeur de r" et la prenucre de (;") ) 
nous donneront les valeurs 



. ( 



[ , _ p ( I _ ar) -+- 7y^( p« -h 7* — I ) -+- •;• ar — o* c* 



fi*-+-r* 



pourvu que Ton ait p--}- y-^o. Pour{i-'-|- y-rr: o, les c(|ualions (5 ) 
donneront 



^7) 






En portant dans (.'^) les valeurs de r' et r" données par (()) 
et (-\ on trouve farilemenl les formules 



X 






1 - /T 3r3«-t-v«— i-+-ar^ i , 

.•^-^V*./ |v^(3*i--r- -I) -Aar-r^ri ' I 



Cl 



T — î': I — r/r, 

./ I — ne 

(qi ' 5 -r- />' — 3-: / - - de. 
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Ainsi, les courbes, dont les deux courbures sont constantes, se- 
ront nécessairement parmi celles qui sont données par (8) et (9). 
Or, nous allons voir que Thélice circulaire et la cubique (i) sont 
seules données par ces formules. Pour intégrer ces formules, il 
faut distinguer deux cas essentiellement différents, suivant que 
est nul ou différent de zéro. Dans le premier cas, les intégrales 
seront algébriques, tandis que dans le second cas elles seront 
transcendantes. Considérons d^abord les formules (9). Pour = o, 
on aura aussi a = o. Les seconds membres s'intègrent immédiate- 
ment, et Ton aura la cubique gauche 

X = fX - c', 

2 



'>.= P"^ il^^'^V' 



Z" iy =z -Tc, 



qui est bien de la forme (i). Pour 3 différent de zéro, a sera aussi 
différent de zéro. On pourra alors poser olc — 1 = w; l'intégration 
de (9) nous donnera alors la courbe 

^=~t l"-^(* — a»)logwJ, 
^-^^7= ^ |m — (r-a«)^-f-a(i— a«)logwJ, 

En résolvant ces équations par rapport aux trois inconnues 
//, - et logw, on aura 

(a'+ p')8 + t[2a3:r +(a'- p*)y]= <' -^•)P^ i. 
Par deux rotations successives, l'une autour de Os d'un angle 
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o 

dont ]a tangente trJgonométrique est égale à — -7 et l'autre autour 
de la nouvelle position de Oy d*un angle dont la tangente est égale 
à ■ . , on ramène cette courbe à la forme simple - 

a:= :-r — lopa, 



5 -h « K = - — . ~ • 

On reconnaît facilement Thélice ordinaire. 

Examinons maintenant les formules (8). Pour = 0, le radi- 
cal sous les signes sommes se réduit à y/f^* "+" Y* — ' "^ i«ac, et en 
régalant à (/, les seconds membres de (8) s'intègrent immédiate- 
ment, et Ton aura la cubique 

qu'on ramènera facilement, par un changement des coordonnées 
et en tenant compte de la condition S = o, à la forme simple de 
la cubique (1). 

Pour différent de zéro, on pourra poser 

o'r — a = II, 

et fintégralion des formules (8) nous donnera la courbe 

ax-h^y-r- Y j = g o. 



,p»..,>)._,(P^.H,,)^-y /^^'^r^^^"'-"^ 



coso, 





P^ - 7^ ^ ^i s»"?- 
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On a fait, pour abréger, 



u 
arc SI 11 - - = o, 



Par deux rotalions successives. Tune autour de O^ d'un angle 
dont la tangente trîgonométrique est égale à i? et l'autre autour de 
la nouvelle position de O^ d'un angle dont la tangente trigonomé- 

trique est égale à L, on la ramène à la forme simple 



t(o«— I) 



T = — .— - 9, 



r= ft coso. 



t/82— I 

- sino. 



0* 



On voit bien que ces équations sont celles de l'hélice ordinaire. 
Ainsi, les seules courbes données par (8) et (9) sont Thélice or- 
dinaire et la cubique (1), et par conséquent ce sont les seules 
courbes ayant leurs deux courbures constantes* 

Géométriquement, les équations (5) représentent l'indicatrice 
sphérique des binormales de la courbe de l'espace. Cette indica- 
trice sera un cercle, d'ailleurs réel ou imaginaire, tant que Ton 
aura (a^-h ?^-HT^) différent de zéro. Pour a^-h pi-^Y'^ = ^^ elle 
sera une parabole. En effet, dans ce cas, on aura 1 -f- /»• = o, et les 
équations (4) nous donneront 

c'est-à-dire l'indicatrice des normales principales sera une ligne 
de longueur nulle de la sphère, de sorte que le plan 

passera par le centre et par une génératrice reclilignc de la sphère; 
il sera donc tangent au cône asj'mptote de la sphère, et le pla» 
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parallèle 

A c H- B c' -h C d -h A' = o 

coupera la sphère suivant une parabole. 

On voit par là (jue Thélice circulaire répond au cas où Tindica- 
Irice est un cerc'e et la cubique (i) au cas où celle indicatrice esl 
une parabole. 



Vu et approuvé : 
Paris, le ?. juin 1890. 

Le Doven de la Faciiltê des Sciences 
G. DARBOUX. 



Vu et permis d'imprimer : 
Paris, le 3 juin 1890. 

Lb VlCp-RECTEUR DE l'AcADÉMIE DE PaRIS, 

GRÉARD. 



SECONDE THÈSE. 



PROPOSITIONS DONNÉES PAR U FACULTÉ. 



Théorie algébrique des formes quadratiques. — Formes inva- 
riantes. 

Réduction de deux formes quadratiques à des sommes compo- 
sées des mêmes carrés. 



Vu et approuvé : 
Paris, le 2 juin 1890. 

Le Doyen de la Faculté des Sciences, 
G. DARBOUX. 



Vu et permis d'imprimer : 
Paris, le 3 juin 1890. 

Lk Vice-Rkcteur de l'Académie de Paris, 

GRÉARD. 
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